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Il semble donc que les somme
de Riemann-Stieltjes aient encore
un bel avenir devant elles en cal-
cul intégral, et qu’elles pourront
réserver encore, dans les main:
d’habiles analystes, d'i@ressantes
surprises.”
Jean Mawhin
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Predmluva

Tento text je vlasté pokr&ovarim monografieStefana Schwabikalntegrace v R (Kurz-
weilova teorie)“[49] vénovar teorii integélu pres jednorozrarre intervaly. V £€to mono-
graficke uwCebnici se autorovi podi#o vysvétlit nejen klasick pojmy Newtonova i Rie-
mannova intedlu, ale i integalu McShaneova afpdesim Kurzweilova. Popré byl tak
Sirokemu okruhwteskch cterérll (véetré studerti fakult s matematicko-fyzéinim zane-
ferim) predlazen ucelef vyklad jednoho z nejuzvargjSich rispévkll cesle matem-
atiky do pokladnice sttove matematiky: sottove definice neabsoluénkonvergentiino
integralu. Tato definice alezi Jaroslavu Kurzweilovi a popévji uvedl v paci publiko-

Thomas Joannes Stieltjes Jaroslav Kurzweil Stefan Schwabik

vare v roce 1957 Zasopise Czechoslovak Mathematical Journal (2@})[ Novy integial,
ktery se dnes ve to\e matematick literatife nazva integal Kurzweilllv, resp. intedl
Kurzweilliv-HenstocKv (nezvisle na J. Kurzweilovi publikoval definici analogito in-
tegralu v roce 1960 specialista v teorii intédu Ralph Henstock ze Spojeino kialovstv),
se od & doby ulazal byt velice inspirativiim nejen pro teorii integdu (zahrnuje klasiak
a dol¥e zramé pojmy Riemannova a Newtonova intalyr v€etre jejich nevlastith mod-
ifikaci a obfznéji zvladnuteli@ integaly Lebesguév a Perrodv), ale i pro teorii difer-
encilnich a integalnich rovnic. Z hlediska metodiého diraz klade§i na Kurzweifiv
integial umanil S. Schwabikovi souidit se na neabsoluirkonvergenthintegraly, ktee
ve staBl metodice teorie integtu byly povaovany za velmi oli&né vys\étlitelne. Kurz-
weilliv pojem integalu je totz ekvivalentims integalem Perronoym, ktery je neabsoluté
konvergentn Jeho definice ifitom zdanlive mé mechanicky ,,kopuje” definici Rie-
mannovu, ktel je pro studenta nejijatelnéjsi svou razornosta wraznou geometrickou
interpretat. Pravé sroviari s Riemannovou definiosSak ukazuje, jak @mysira je jej
nerapadm, ale gitom velmi G€innd Kurzweilova modifikace. Velkoughodou je roviéz
ten rys Kurzweilova inte@lu, Ze nepatebuje zobecn na nevlasthintegly — plaf pro
néj totiz véta Hakeova typu (tj.&ta o limitim pfechodu vzhledem k mén integélu).

V integralech Riemanna¥, Newtonoe, Lebesgue@; Perronog, Kurzweilowe se inte-
gruje da funkce vzhledem k identiékfunkci. Nekteg fyzikalni problemy si vsak vynu-
tily rozSifen pojmu integalu na integal, ve kteem se daa funkce integruje vzhledem
k funkci, kteld nemugsbyt obecré identita. Popr& se takoy integral vyskytl ve slavem
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6 PREDMLUVA

Stieltjesoe pojedman [60] z let 1894-5, @nova@m souvislostem konvergenia&zovch
zlomkll a probému, jak popsat rozi®ri hmoty na hmoté Usece, jsou-li z@my Sechny
momenty éto Useky prirozenychfadl.

Integiéaly tohoto typu jsou od& doby nagvany Stieltjesovy integaly a integél funkce
f (integrangd vzhledem k funkcig (integrator) pres intervalja,b] se od & doby zné&i
fabf dg. K riznym modifikadm definice, kte@ Casem vznikly, se pakfjglavaj zpravidla
jména autall téchto modifikat Brzy se objevily intedaly: Riemanidiv-Stieltjesiv, Perro-
nlv-Stieltjesiv &i Lebesguév-Stieltjegiv. DaBim vyznamriym impulsem, ktey obratil po-
zornost ke Stieltiesovu integiu, byl fundameréini RiesZiv vysledek z roku 1909 (viz
[43)) o tom, Ze kady spoijity linearri funkcioral na prostoru spojjch funkd mtize byt
vyjadfen pomot Stieltjesova intedalu. Vzapet, v roce 1910, dokzal H. Lebesgue (viz
[31]), Zze pro spojitou funkcif a funkci g s kon€nou variat Ize pomot vhodre sub-
stituce vypdit Stieltjediv integil jako Lebesguav integi@l tvaru fa”(b) f(w(t)) h(t) dt,
kde v(x) je variace funkcey na intervalu|a, ], w je zobec®ra inverzn funkce Kk v,
w(t)= inf{s €a,b]:v(s)=t} protela,b], ah(t)=dg(w(t))/dt pros.v.t € [a,v(b)].
H. Lebesgue takto dogpk pojmu Lebesgueova-Stieltjesova int@grfunkce f vzhledem
ke g. Nékolik let po Rieszo& wsledku se v roce 1912 objevuje Stielfigsintegial take
v monografii O. Perronal]. V dalgich zhruba dvou desetiieh byl Stieltjesiv integial a
jeho modifikace pedmétem tadan fady Wznamrych osobnosteorie funké: W. H. Young
([69], 1914), C. J. de la Valle Poussin|@4], 1917), E. B. Van Vleck $5],1917), T. H. Hil-
debrandt (L1], 1917), L.C. Young (7], 1927 a [b8§],1936), A.J. Ward 6], 1936) a
daBi. V roce 1933 #noval S. Saks ve éwslavie monografii f15] integralu Lebesgueovu-
Stieltjesovu a funkien s kon€nou variaccelou kapitolu. Do dn&rich dril naly integély
Stieltjesova typusiroké uplatriéni v mnoha oblastech: napv teorii kfivkovych integald,
teorii pravéépodobnosti, teorii hystereze, teorii funkcadne-diferencalnich, zobecinych
diferencalnich rovnic ap. Historii teorie integtu je venovanafada monograifi Neri mi
v8ak zramo, ze by se Bkte& z nich \enovala zevrubgji historii Stieltjesova integiu.
Existuje dokonce i znamegitdlko v Cestiné ,Maly priivodce histoii integralu® autorti
S. Schwabika a FSarmanog, kteg je nyri diky Cesle digitalni matematick knihovié
volné fistupré na internetuZel, ani sem se Stieltj@s integiél neveéel. Pro znalce fran-
coudtiny pfipomeime alespb historickou esej3g] J. Mawhina.

Vzhledem k omezeemu Fidéleremu rozsahu nemoBitefan Schwabik do vmono-
grafie zahrnoutirozere zobecer Kurzweilova pojmu intecalu na Stieltjesovy integty,
ac jsme v € doke w meéli ,,Kurzweilovu teorii* Stieltjesova inte@tu v naich spolénych
pradch (viz nag. [58]) vénovarych zobeceénym diferencalnim rovnidm do zn&né miry
zpracowanu a pipravenu. Je mou éadost navazat na jeho p@in a doplnit jeho monografii
o teorii Stieltjesova inte@lu s dirazem na Kurzweilovu definici aéktei jeji aplikace.
Vyklad v teto knize je rozdlen do 8 kapitol. VMuvodri kapitole jsou striiné popsiny dwe
z mnoha motivaicpro studium Stieltjesova inte@iu: probEm momeri a Kivkoveé in-
tegialy. Zavedeno je tuéé zakladr znaen zavazre pro celou knihu. D&l tfi kapitoly
jsou @ipravre a poskytuj pfehled o vlastnosteckiitl funkd, se kteymi se v &to knize
neicaskji pracuje: funkce s kordmou variag, funkce absoluté spojie a funkce regulovan
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Rozshla pata kapitola je €novana klasiclgm definidm Riemannova-Stieltjesova intexdu
a vlastnostem takto definoviach integalll. Jadrem ced knihy je pak kapitola 6 &novai
definici Stieltjesova inte@du v Kurzweilove smyslu. Jsou tu demonstéw Fednosti éto
definice:Sife ffidy funkd integrovatelgch v tomto smyslusSiroka Skala vliastnosttakto
definovameho integalu, na@. platnost velmi obegrch vét o limitnim pfechodu ¢etre
Hakeovy \ety, o integraci per-partes &anych formach substituce. Vagretnych dvou
kapitolach jsou popsny rektegé vybrare aplikace ve funkcicani analyze a v teorii zobec-
nénych diferencalnich rovnic.

SamozZejmé bylo by ma@no pokr&ovat dale. Podstatno€ast zde vylaere teorie Kurz-
weilova-Stieltjesova integtu je m@&no [Ferést i na integraci v abstrakth prostorech
(viz [53]-[56] a [40)). Vyznamre uplatréri nactaz Kurzweilliv-Stieltjesiv integél v dnes
velmi popubrri teorii dynamickch sysémil na ,¢asoych skalach“ neboli ,,time scales*
(Cesla terminologie se dosud neakla), viz |59 a [41]. To je vSak & hudba budoucnosti a
do teto publikace seinic vic nevejde. | tak jéjstavajci rozsah yrazré grevySuje rozsah
plvodré planovary.

Predkladarym textem bych &d tale porékud zaplinil shvajci mezeru vceslé liter-
ature. V drukem dlu Integralniho pdtu Vojtécha Jarika (viz [16]) jsou venovany dwe
kapitoly (11l a X) vykladu teorie integalu Lebesgueova-Stieltjiesova, Kt&vsem vyzaduje
znanou porci znalo$to teorii miry a pfitom je méré obecy nez integél Kurzweilliv-
Stieltjesiv. Cek monumeridtlni a zakladatelsk dlo Vojtécha Jarika bylo pave zgistup-
néno na weboajrch stankachCesle digitalni matematick knihovnya miize tedy poslogit
ctereflim k ugresréni néktech zde pouze nazianych souvislosts teori miry. Pékny, ale
struitny Gvod do teorie Riemannova-Stieltjesova intdgrje obsden €z v dnes j¢ v pod-
staB nedostupych skriptech 18] J. Krale o teorii potend@lu z roku 1965. Podrolénje
o riiznych formach Stieltjesova integtu pojedi@no v dnes j, bohizel, talé ©zko dostup-
nych skriptech'83] J. LukeSe. Jelteba tak zninit rozsahly traktat J. Mdika |37] z roku
1952, ktey mél zejmena Asadivyznam pro propagaci Perronova i Perronova-Stieltjesc
integialu v naich krajch. (Talé on je nyi dostupry na stankachCesle digitalni matem-
aticke knihovny)

Pokud jde o cizojazinou literaturu, mohu dopogit ¢teraflim zajmajicim se o dadi
souvislosti v amci klasicle teorie monografiil2] T. H. Hildebrandta a tal& nerapadnou,
ale moder@ pojatou monografii R. M. McLeod&§] z roku 1981 zahrnigi dokonce
i Kurzweilliv-Stieltjesiv integél. DaBi podréty miize ¢teréf najit také v monografich
A.N. Kolmogorova a S. V. Fomindll/], E. Schechteradlg], W. Rudina ¥4] nebo skriptech
J. LukeSe a J. Maho [35]. Dvé rnarctné monografielZ€] a [27] J. Kurzweila z let 2000
a 2002 enovar@ topologick/m probEmiim souvisdicim s integratse stieltiesovskinte-
grace pimo nedoykaji. Integialy a zobecanre diferencalni rovnice studova@v Kurzwei-
lové nejnoejsi monografii P vsak zahrnujKurzweiltiv-Stieltjegiv integél i linearri
zobec®re rovnice, kteymi se zalyvame v kapitahch 6 a 8éto knihy. Vynikajcim doph-
kem €to publikace bude, kro@&jiz zminéré Schwabikovy monografiel§)], take jeho dadi
monografielf8] vénovaa specalné zobecinym diferencalnim rovnidm.

Tento text vznikal po @ékolik let jako ponticka pro posluchize whérowch predrések
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na Hirodowedecle fakulé Palackho univerzity v Olomouci vamci wuky matematick
analzy. Jsem véicenKated’'e matematick anal/zy a aplikacmatematiky Firodovedeclke
fakulty Palackeho univerzityza to, Ze mi umdnuje tyto gedrésky konat, a studetim
nékolika ranikll za to,Ze bez viditel@ho repari mé pgredrésky nastevovali. Kniha by
méla byt srozumiteld vSem, kdo absolvovaligkladn kursy matematick a funkciomlni
anal/zy. Ve wkladu se snam vyhybat teorii niry, jak je to jen mdné. Nicmére ti, ktdi
maji aspah zakladn znalosti o éto oblasti, budou ihvyhodu @i porozuneén nékteym
(vicemrereé okrajoWm) paszim teto knihy. Prvin stadium bylo zachyceno v kniz&3],
ktera se stala iakladem pro tento text, ktgje zanySlen jako opora profiedréSkuVybrare
kapitoly z matemiagkanal/zy, ktera je rozablena na d& casti a prolra se hem zimiho i
letniho semestru. Oproti kniz&§], byly opraveny @kteg preklepy a chyby, ktér se do in
dostaly, a ade pfipadi jsem se i pokusil o vyleger néktefch formulag. Oproti knize
byla do tohoto textu zahrnuta riav fada noych paszi. Zejména se jeda o variaci na el
emenérrich mnainach, kriterium kompaktnosti v prostoru reguloyah funkd, integraci
pres elemerérri mnaziny a novw dilkkaz Osgoodovy &ty. BEhem semesiiniho kursu nen
maozné probrat v8kery obsah tohoto textu.fPvykladu se v zimim semestru sougtdme
na &matiku obsaenou v kapitdch 2-4 a na Z&@tku kapitoly 6. ZFvajici ¢asti kapitoly
6 a dabim kapitom se budemeénovat v letim semestru ve dr@casti €to gedrésky.
Kapitoly 2-4 poskytj pfehled o vlastnostecliit funkd, se kteymi se v &to FedréSce
nejvice pracuje: funkce s kogeou variag, funkce absoluté spojie a funkce regulovan
Rozsahla pata kapitola je €novana klasiclgm definidm Riemannova-Stieltjesova intexdu
avlastnostem takto definoviach integalll. Teto €matiky se fi predréSce dotkneme pouze
okrajoe a uvedemedakladn definice a upozoiime na ty jejich vlastnosti, ktérse yrazre
liSi od vlastnostintegialu, kteému se budeme zegna \enovat a kter nazveme inte@
Kurzweilliv-Stieltjiesiv. Integal Kurzweilliv-Stieltjesiv je hlaviim objektem pedrasky.
Jeho definici a @akladrim vlastnostem je &novana objema kapitola 6. Budeme demon-
strovat gednosti éto definiceSife ffidy funkd integrovatelfch v tomto smysluSiroka
Skala vlastnosttakto definovaého integalu, naf. platnost velmi obegrch vet o lim-
itnim pfechodu ¢etré Hakeovy #ty, o integraci per-partes éanych formach substituce.
Zaverené dwe kapitoly jsou enovany rekteym aplikaém KS integalu ve funkciolni
anal/ze a terii zobecénych diferencalnich rovnic.

Jak je obvyké, odkazy na tvrzdr€i rovnice jsou dvounstracisla, prvi €islo ozn&uje
kapitolu, druté pdad v ramci kapitoly.

Zavérem gedmluvy chci po@kovat za velkou pomoc ym vzacrym kolegim Jarosla-
vu Kurzweilovi, Ireré Ractiinkove, Antorinu Slavkovi, Jifimu Sremrovi a Ivo Vrk@ovi,
ktefi podrobré preCetli rukopis tohoto textu a pomohli mi odstranit m@ohedostatky a
vylepsit vyklad. Text byl vyéizen v syssmu LaTeX s vyaitim néktefch prvk stylu vyv-
inutého v Instituto de @ncias Materaticas e de Computag Universidade dez® Paulo
v Sao Carlos v Brattii. Za jeho poskytntitdékuji kolegyrim Giselle Antunes Monteiro a
Jaqueline Godoy Mesquita.



Kapitola 1

Uvod

Z mnoha motivatpro studium Stieltjesova integlu jsou utité dilezité aplikace ve fyzice
a geometrii: nap momentyCi kfivkové integaly. Stritné sezamen s €mito aplikacemi je
obsaeno v kapitole 1 knihy@3]. Zde si je&ste VSimneme motivace, kterouam poskytuje
funkcioralni analyza. Fedpokhdam, Ze posluchéi jiz absolvovali aspd zakladn kurs
funkcioralni analyzy. Nicmérg, glipomeime si zde akteg potebré pojmy:

Necht X je Banacliiv prostor s normou € X — ||z||x. Linearnim zobrazefm prostoruX
do prostoruR realnych Ciselfikamelinearni funkciorilly na X. Linearn funkcioral & na
X se nagvaspaijity jestlize pro kadou posloupnostz,, } € X prvkll prostoruX takovou,
ze

lim z, =2z€X

n—oo

plaf

lim ®(z,)=®(z).
Je zramo, Ze linaarn funkcioral ® na X je spojity prave tehdy, kdy je ohrantery, tj.
existujecislo K € [0, 00) takowe, Ze |®(x)| < K ||z||x plati pro kazdé x € X. Prostor spo-
jitych linearrich funkcioralll na Banacho¥ prostoruX znaime X* a nagvamedualni
(nebo €z adjungovag prosto) k X. Pfedpisem

O X" — ||O]

x- = sup {[®(2)]: € X, [|lz[x <1}

je prirozereé definoana norma nX* a X* je vzhledem kéto norng také Banachv pros-
tor. Jednou ze&kladrich otizek funkciodlni anaf/zy je nalezenrepresentace spgjith
linearrich funkcioralll na réktech dilezitych prostorech funkcJedim z takowch pros-
torll je pochopitel® prostorC|a, b] funkd spojitych na uzaerém ohranteréem intervalu
la,b]. Je zramo,Ze tento prostor je lirem prostor vzhledem kijfrozeré definovaému
solttu funkd a nasobku skarem a je to Banadlv prostor vzhledem k supreaimi normé

||| := sup{|z(t)|: t € [a,b]} pro zeCla,b]. (1.1)

Je zramo, Zze konvergence posloupnodtt,, } C Cla,b]| k funkci x € Cla,b] v topologii
urCereé touto normou (tjlim,, ., ||z, — z|| = 0) je ekvivalenth se stejnorérnou konver-
gend z,, = x naintervalula, b]. Vyznamnou roli v teorii spojitch linearrich funkcioralli
hraje \8ta Hahnova-Banachova, kagiika, Ze pro kady podprostorY Banachova pros-
toru X Ize kazdy spoijity linearn funkcional naY roZzsifit na spojit/ linearn funkcioral na
celem X, pricent zlistane zach@na jeho norma.iesrgji, plat:

9



10 Uvob

NechtX je Banacffiv prostor aY C X je jeho podprostor. Potom pro key spojity linearni
funkcioral ® na Y existuje spoji linearni funkcioral ® na X takow, ze

O(y) = d(y) proyeY a ||®)x- = ||®]y-. (1.2)

Bud tedy dan libovolny spojity linearni funkcional ® naCla,b] a nechtM|a, b] znai
mnazinu V8ech funkgohrantenych nafa,b]. M(a, b] je Z'ejmé Banachiv prostor vzhle-
dem k operaien a norné definovagm stejré jako v (L.1). Dale, prot@e je Zejme, ze limita
stejnong&rré konvergenthposloupnosti spojitch funkd je spojia, Cla,b| je uzaveny
podprostor VM [a, b]. Pro jednoduchost, ine nadle X =M|a,b] a Y =Cla, b].

Podle Hahnovy-Banachovyéty mizeme funkcioal ¢ rozsifit na cel prostorX, tj.
existuje funkcioal ® € X* takow, Ze plat (1.2). Polazme

0 kdyz t = a,
p(t) =9 ~ . (1.3)
D (X(az) kdyz t € (a,b]
kde x5 J& charakteristick funkce intervalla, t], tj.
1 kdyz tea,t],
Xa,t]\S) = “
0 kdyz te(t,b].

(Funkceyy,,, je element prostorX a hodnotaﬁv)(X[a,t]) a tedy i funkcep jsou tudz dolie
definovany.)

Konetné mnainy bodl o = {0y, 01, ...,0,} intervalu[a, b] takowg, Ze je
a=o0pg<01< - <0,=0>h,

naz/vamedéleri intervalu [a, b].

Nyni, kazdé funkci z €Y a kadému cleri o = {0, 01,...,0,} intervalu [a,b]
prifadme pocastech konstatrfunkci 7, € X predpisem

v(o) kdyZ € [0,
To(t) =
z(o;) kdyz te(o;_1,0;] a j€{2,3,...,m}.

B x(t) —x(oy) kdyz te€la, o],
(1) — T 1) = v |
z(t) —x(o;) kdyz te(o;_1,05] a j€{2,3,...,m}.
Tudiz

|r — To|| Sw(z,0) = jnax sup{|z(t) — x(s)| ,:t,s€oj_1,0;]} (1.4)

..... m
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19(2) — $(To)l| = [|$(z) — BT

= [[®(z = Zo)|| < [|Pllx- [z = Zoll < [|®

Y* w(fa 0'),
.

19(2) - 2(Fo)l| < | @

¥ * w(f, 0') (15)
Funkci 7, mlizeme vyadit jako linearr kombinaci charakteristigich funkd intervall,
tj.

m

[Eo-(t) = C(](O’l) X]a] (t) + Z I(O-j) X(Ujflya'j}(t) pro ¢ e [av b]

j=1

Odtud, vzhledem k lineagtfunkcioralu ® a k definici (L.3), dostaneme

&)<fﬂ) = m(0-1> &)<X[a,01]> + Zx(aj) [5(X[a,0'j]) - $(X[(l7ﬂ'j—1])i|
=2(@)fp (o) =p (@] + 3 2(09)[p (03) ~ plos-)]
= Zl’(ffj) [p(0;) = p(0j-1)],

kde jsme naic pouwzili evidentri vztahy

X(oj—1,05] = Xla,o5] = Xla,o5-1] pro .] = 27 37 s, M.

Odtud a s pomdd.5) odvodme postupé nerovnosti

2(@) =Y 2(0))[p(0) = (0;1)] | = [@(2) = B(F)| < @4+ wlr,0)
Pro k&dou funkciz € Y tedy plat
() = > (o) [p (73) = p (050)] | < @]+ wlz, o). (1.6)

J=1

Veli¢inu w(x, o) vyskytujici se na prag stra® tohoto odhadu jsme definovali v relac
(1.4). Protze k&da funkce spoji na uzaferého a ohrarierem intervalu|a,b] je na
tomto intervalu stejno&rré spojii, vidime z €to definiceze pro kadou funkciz spo-
jitou na intervalu[a,b] mizeme volbou dleri o intervalu [a,b] "udélat” tuto velEinu
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"libovolné malou”. Fesrgji feceno:

Pro kazdou funkciz spojitou naja, b] a kazde € > 0 existujed > 0 takowe, ze

w(z,0) <c pro kazde deleri o ={oy,01,...,0,} intervalu[a, b] } ; L.7)

takow, ze |o| := max{o;—0;_1:7=1,2,...,m} <.

Z odhadi (1.6) a (1.7) usoudme, Ze pro kadou funkciz € C[a, b] mizeme hodnot ()
libovolngé presré aproximovat pomdolEtl tvaru

Yo = Z 2(a;)[p(o;) = p(05-1)],

N~ v

pricent pfiblizern bude tm presrgjSi ¢im jemrgjsi bude @&leri o, tj. ¢im mersi bude
jeho normalo|. Tyto Gvahy naznéuji, ze vhod@ definovaa "limitni” hodnota \razl
b

Yo, kterou oznaime xdp, bude pro kdadé z € Cla,b] rovna gislusré hodnoé
funkcioralu @, t.j. bude ‘

b
O(x) :/a:dp pro x € Cla, b].

Z nadich g'edchoich Givah si osem & miizeme domyslet jak by ta vhodrdefinice by
mohla vypadat:

b
/ xdp=1€R prave tehdy, kdy pro k&dé « > 0 existujed > 0 takowe, Ze nerovnost

S, —1I| <e
plafi pro kezdée celeri o intervalu takoe, Ze |o| < 0.

Takto definovai objekt se nagva Stieltjesiv integiél funkcez vzhledem k funkap.
Neri nahodouze jeho definice velmiifipomina integal Riemaniiv, se kteym by studenti
navstevuijici tento kurs jg méli byt obezrameni. Podle analogie s Riemangovinteg@élem
je odtud & jenom kiicek k definici, ktea se ulazala jako yhodra pro nejen pro explicifn
vyjadfeni obecrych spojifch funkcioralll na protoru spojitch funkd:

Dvojici (o, £) nazvemenaerym celerimintervalu[a, b], jestlize
o=100,01,...,00c)}
je céleri intervalu [a,b] a
E=1{61,8, - o)}
je mnazina bodl z [, b] takowych, Ze plat

oj-1<¢<o; provsechng =1,2,...,v(0).
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Prvklim takoe mnainy ¢ budemeikatznatky cgleri o

Mé&jme dany d\& funkcez, p: [a,b] — R. Pro libovolré zn&ere Eleri (o, &) interva-
lu [a,b] definujeme

(o)
S(o,€) = Z 2(&5) [p(o;) — ploj-1)]

areknemeze

b
/xdp:I

jestlize
pro kazdé ¢ >0 existuje 6 >0 takowe,ze |S(o,§) —I| <c¢

plati pro kezdée zn&eré cBleri (o, &) takowk,ze |o| <.

b
Veliéinu/xdp naz/vameRiemaniiiv-Stieltjesiv integial funkce = vzhledem k funkci
p. ‘

Z teoretickch divodl je vhodré tuto definici j&t& doplnit rasleduicim zplisobem:
jestlize ¢ € [a, b] a funkcez, p jsou definoany v boe ¢, pak klademe

/ xdp=0.
b ¢ b

Existuje-li integt’al/xdp, pak definujeme/ xdp= —/x dp. Pozdji ovisem j&te
pozrame i jiré (a ob%céjéi) definice integalu t(b)hoto typu. ‘

Podvejme se jéte podrobgji na funkci p, kterou jsme k daemu funkciolu &
prifadili predpisem1.3). Bud dano libovolre cleri

g = {0'0, J1,... ,O'l,(a.)}
intervalu [a, b]. Podle definicel.3) je

v(o)

v(o)
Z |p(0]) _p(aj—1)| = (I)(X[a,al]) + Z |(I)(X[a,aj]) - (I><X[a,oj,1})|
j=1

Jj=2
N v(o) ~
= Q)(X[Q,Ul]) + Z O{] ¢(X(O'j,1,(7j})7
7j=2

kde

a1 = Sign(q)(X[a,Ul])) aaq;= Sign(¢(X(Uj71,Uj})) pro j=1,2,...,v(o).
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DalSimi jednoduclmi Gpravami dostanemeate

(o) v(o)
Z Ip(o;) = p(oj-1)] = ®(1 X[a,en)) + Z D(aj X(o5-1,0,1)
Jj=1 Jj=2
= <I)(Oél Xla,o1] + Z Qa5 X(O'jflya'j}) = (I)(h) < ||(I)|

Jj=2

A,

X*
kde h je funkce zMa, b] pro kterou Zejmeé plat
v(o)
|h(t)| = |a1 X[G,Ul](t) + Z a5 X(ijl,ffj}(t)l <1 pro kazdet c [CL, b]7
j=2

neboli ||| < 1. Protdze je osem funkciodl ® ohrangery, tj. ||®|x- < oo, znamea to,
Ze plat

(o)
> Ip(o;) = ploj-1)| < | @[x- = [|@]ly- < o0 (1.8)
j=1

pro kezde celeri o = {09, 01,...,0,0)} intervalufa,b]. Jinymi slovy, definujeme-li

v(o)

var’ p := sup Z Ip(o;) —ploj-1)],
j=1

kde supremum se berégs \Sechna dleri o = {0,01,...,0,)} intervalu[a,b], pak
plati var® p < ||®||x- < co. Cislo var p se nagvavariacefunkcep na intervalula, b]
a o funkdch f, pro kteg plaf var’ f < oo fikame,ze maj kon&€nou variaé. Tridé funkd
s koné&nou variacbude \eno\ana rasleduici lekce. Zde si jéte posimneme tohoze pro
danou spojitou funkcir, funkci p definovanou podlel(3) aproximuj soltty S(o, &)
hodnotu ®(z) stejré dolie jako sogty >,. Pro libovolré cBleri o intervalu [a,b] a
prislusre zna&ky & (1. (0, &) € 7[a, b)) totiz vzhledem kI1.6) a (1.8) plat

|®(z) — S(0,&)| < |@(2) — Zo| + |6 — S(0, &)
v(o)

ve w(z, o)+ Y [a(o) — 2(&)] p(05) —p (o)

j=1
< 2Py w(x, o).

< |||

Na zAvér uvetime jestt p'esnou formulaictvrzeri, ke kteému jsme s&ovali. Jeho po-
drobry diikaz vyzaduje znalost vlastndsstieljesova intedalu a najdete ho taékv kapi-
tole 7 knihy 63].
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Veéta (F. RESZ). Zobrazemn ®:Cla,b] — R je spojity linearni funkcioral na prostoru
Cla,b] prave tehdy, kdy existuje funkce s kon€nou variaé na intervalu[a, b] tako\a,
ze plat

b
() —/ xdp pro kazdou funkciz € Cla, b].
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Umluvy a oznacen

() N je mnazina @irozenych Cisel (mezi réz nezahrnujeme nuluR je mnazina rel-

(ii)

(iii)

nych&isel R™ je prostor r@lnych m-vektotti (m-tic realnych Cisel). Je-lix € R™,
jehoi-ty prvek zn&ime z;. PiSemex = (l’i)m .. nebo, nehroizli nedorozunén,

.....

z=(z;). Norma vR™ je defino\ana ffedpisem
T = (xi)izl ..... m € — |a] = Z i

{re A:B(x)} zndl, jak je zvykem, mninu vSech prvkl = mnaziny A, které
vyhovuji podnince B(z).

Pro da@ mnainy P, @) symbolemP \ () zn&ime mnainu

P\Q={zxeP:x¢Q}.

Jak je zvykem,P C () znamem, Zze P je podmndina mnainy () (kazdy prvek
mnaziny P je téz prvkem mndiny Q). Nehroi-li nedorozunén, piSeme {z,}
misto {x,, € R: n € N}, resp. nisto {z,€ R:n=1,2, ..., m}. Reknemeze posloup-
nost{z,} je prost, jestlize se v hzadry prvek neopakujéz; # x,, jestlize k #n).

Je-li—oco <a<b<oo, pak|[a,b] zn&i uzaveny interval {t c R : a<t<b} a (a,b)
jeotevenyinterval {t c R:a <t <b}. Odpovdajci polouzavené, resppolooteve-
néintervaly zn&ime [a, b) a (a,b]. Ve vSech &chto fipadech nagvamea, b krajni
body intervalu. Jestte « =b € R, fikame, Ze interval [a,b] degenerujena jedno-
bodovou mnainu, a pSeme|a, b]=[a]. Je-li I interval (uzavery, resp. otetery,
resp. polootekerny) s krajriimi body «, b, zn&ime symbolem/| = |b—a| jeho celku

([[a]] = 0).

Konetnou mndinu bodl o = {0y, 0,...,0,} intervalu [a,b] nazvemedélerim
intervalu[a, b], jestlize plat a=0g <0y < - -+ <0, =b. Mnozinu VSech &ler in-
tervalu [a, b] zn&ime 2 [a, b].

Je-li o € 7[a,b], pak, nebude-li uvedeno jinak, budeme jeho elementgitnsg,
|| je delka nejdediho z €chto podintervdi av(o) je pccet podinterval [o;_1, 0 |
generovafich celerim o, tj.

Oue)=b a |U|:j:1nzlcil.?{y(a)(gj_gj_1) pro o € 7a,b].

Jestlte o’ O o, pakfikame,ze o’ je zjemrén o.

17
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(iv)

(v)

(vi)

(vii)

(viii)

(ix)

Proda A €R zn&ime AT = max{A,0} a A~ = max{—A, 0}. (Pfipomdime,ze
plai AT+ A~ =|AlaA" — A=A prokazde AcR.) Dale

1 kdyz A>0,
sign(A) =< —1 kdyz A<0,
0 kdyz A=0.

Pro danou mnkinu M C R symbolemy,, zn&ime jej charakteristickou funkci, tj.
funkci R — {0, 1} definovanou fedpisem

1 pro te M,
xm(t) =

0 prot¢M.

Supremum (resp. infimum) mamy M zn&ime sup M (resp.inf AM). Pokud
m=sup M €M (m=inf M € M) (Cili m je maximum (resp. minimum) mié
ny M), pak gSeme & m = max M (resp.m = min M). Je-li M mnazina \Sech
hodnot F'(x) néjaktho zobrazenF, kde prongénra x probiha mna&inu B, neboli
M ={F(z):x € B}, piSemeé&z sup F(z). Podobm pravidlo plaii pro infimum,

reB
resp. maximum, resp. minimum.

Zapisf :[a,b] — R zname®, ze funkcef je definovana pro kadé z € [a, b] a kazda
jeji hodnota f(x) je (koné&né) realné Cislo. Pro libovol funkce f:[a,b] = R a
g:la,b] =R arelnécislo \ definujeme

f+g:zela,b] — f(z)+g(x) aXf:xe€la,b] — X f(z).

Pro libovolnou funkcif : [a,b] — R zn&ime

Ifll = sup |f(z)].

z€lab]
(Neri-li funkce f ohranteré na intervalua, b|, pak osem|| f|| = occ.)
Je-li {z,,} nekon€na posloupnost @nych Cisel, kted ma limitu

lim z, = Ac RU{—o00} U{o0},

n—oo
piSeme & zkracerg z,, — A.

Podobm, jestlze posloupnost funkc{f,} konverguje k funkcif stejnong&rré na
intervalu[a,b], tj. lim || f, — f|| =0, piSeme&Z f, = f nala,b].
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(x) Jestlze f:[a,b] =R, tea,b) ase (a,b] ajestlize existuj kon&né jednostran@é

(xi)

(xii)

(xii)

limity hrg_f(T) a lim f(r), pak zn&me

fl+) = Tim f(7),  f(s—) = lim f(7),

T—t+ T—5—
ATf(t) = ft+) = f(B),  ATF(s) = f(s) = fs—),
Af(z) = fz+) = f(z=) pro z&(a,b).

Zpravidla podivame rasleduici tmluvu:

fla=) = f(a), Fb+) = F(b), A~f(a) = A*F(b) = 0.

Cla, b] je prostor ré@lnych funkd spojitych naintervalda, b] s normou definovanou
predpisem

I/l = sup |f(z)] pro feCla,b].

z € la,b]

L'[a, b] je prostor rélnych funkd lebesgueovsky integrovatgich na[a,b], pfi-
ceny

f=g€L'a,b] <= f(z)=g(z) pros.v.zec[a,b]

a norma je definovanpredpisem

b
191 = [ 1f@)]ds pro feLila,b)

Prostor vektoroych funkd zobrazuicich interval[a, b] do Banachova prostorii a
spojitych nala, b] zna&ime C([a, b], Y). Podobry vyznam né& symbolL! ([a, b], Y)
i analogiclé symboly pro d& prostory funkg, které v textu zavedeme.

Je-li M podmndaina Banachova prostoiXi, pak symbolem\/ zn&ime jej uzaver
v prostoruX. Lin (M) je mnazina vsech konénych linearrich kombinacprvkl M,

m

tj. mnozina \8ech prvki x € M tvaar:ch xj, kdemeN, ¢i,c9,...,¢, €R
j=1

aﬂfl,l’g,...,meM.

Mnozinu VSech spojigch linearrich zobrazenBanachova prostorX do Banachova
prostoru Y zn&ime 2(X,Y). Je-li X=Y, piSeme #(X) misto (X, X).
Specalné #(R™,R") je prostor r@lnych matic typu m x n neboli m x n—matic
a 2(R™ R) je prostor sloupcoych m-vektorl, ktefy ztotazhujeme s prostorem
R™.
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(xiv) Je-li Ae.z(R™, R"™), pak jej element vi-temfadku aj-tém sloupci znéime a; ;.

.....

0 kdyz ij.

Normav.Z(R™,R") je defino\ana fedpisemO

I = (ei,j);fl ..... n, kdeeiJ _ {1 kdyz i=7,

n

|A|:j93axm;|%| pro A= (aiz)i=1...m € Z(R™, R").

Specalré proxz € R™ = #(R™,R) mame|z| =) _ |z;|, caz souhlass bodem (j).
=1

Dale|A| = sup {|Az|:|z| <1}, t. takto zavedea norma matice souhles opeéato-

rovou normou V. (R™ R"™) (vzhledem k norréd v R™ z bodu (i)).

(xv) V omezem mife, I pfece jen se to dias zé@ byt vyhodre, & nutré, podivame

standardhlogické symboly. Nafiklad
We>036>0:(AANB) = C“

zZnamegA

,,pro k&dé « >0 existujed >0 takowe, Ze plat-li soucase A i B, pak plat také
c*.



Kapitola 2

Funkce s kon€nou variaci

V této kapitole variaci funkce a odvode zkladn vlastnosti fidy funkd, které maj

kon&nou variaci na deégdm uzaverém a konéném intervalu. Funkce s kotrou variat
jsou witecné v cek fadé fyzikalnich a technicitch probemi, v teorii pravépodobnosti,
teorii Fourieroychtad, v diferencalnich rovnidch a v dadich oblastech matematiky.

2.1 Definice a Akladni vlastnosti

Necht —oco<a<b<oo. Pfipomdime,ze clerimi intervalu [a,b] naz/vame konéné
mnaziny bodl o = {0y, 01, ...,0,} intervalu[a, b] takow, Ze

a=o0g<0o1< - <0,=>b
a symbol 2 [a,b] zn&i mnazinu VBech @len intervalu [a,b]. Prvky célern o € 2]a, b]
jsou zpravidla znéeny symbolyo;, v(o)=m,

Ouey=b @ |o|= max (0;—0;_1) Prooec2ia,bl.
i=12,..v(c
Jestlze o’ O o, pakfikame,ze o’ je zjemrén o.
2.1 Definice.Pro danou funkcif : [a,b] — R a cBleri o intervalu[a, b] definujeme

v(o)
V(f,o)=> |f(o;)=floj1)] a valf= sup V(fo).
j=1 oc @[a,b}
Je-li a=0b, definujeme va} f =var? f =0. Velit¢inu vat f nazvamevariace funkcena
intervalu [a,b]. Je-li varl f < oo, fikame,Ze funkce f ma koné&nou variacina [a, b].
Mnozinu funkd s kon€nou variatna [a, b]| zn&ime BV|a, b].

Geometricly vyznam pojmu variaceam iblizi nasleduici tvrzeri, zpravidla nag-
vané DRUHA JORDANOVA VETA. Dfive n& ji budeme formulovat, fipomaime, jak se
definuje @lka Kivky, ktera je zaéna jako graf spoji funkce f na intervalu(a, b] :

Pro k&dé celeri o intervalu[a,b] je solet

v(o) 5 3
Mfoo)i= Y o5 = 030) + (Fop) = Fog0)’

roven cklce lome Kivky prolozere body [0}, f(o;)],7=0,1,...,m, lezicimi na grafu
funkce f. Délka grafuA(f;[a,b]) funkce f naintervalula,b] se pak definuje jako

A(f;la,b]) = sup A(f, o).

o€ Dab]

21
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2.2 \Véta (DRUHA JORDANOVA VETA). Nechit f je spojita na [a, b]. Potom n& jeji graf
na intervalu[a, b] kon&nou celku pavé tehdy, kdy f méa kon&nou variaci na intervalu
[a,b].

DUkaz. Podijeme nerovnosti

6l < Va2 + 5% < al+6], (2.1)

které plat pro libovolra realna Cisla o, 5. (Odvodme je odmocanm trivialnich nerov-
nost 5% < o*+ 3% < (la|+|3|)*.) Pro libovolre cBleri o € 2[a, b] mame podle.])

v(o)
= Z |f(o;) — floj-1)]

<Z¢ 51)° + (£(03) — F(0;1))° = Mfo0)

gv

— o) +| (o)) = Fo )] = b - )+ V(f,0)

j=1
neboli
V(f,o) <A(f.o) <V(f,0)+(b—a).
Prechodem k supremu dostaneme nerovnosti
var, f < A(f;la,b]) < varg f+(b—a),
ze ktefch tvrzen véty okanzité plyne. O

2.3 Fiklad. Bud f funkce spojif na intervalua, b] a takoa, Ze pro kadé x € (a, b)
plai |f'(z)| <M < oo, kde M nezvid naz.

Podle \ety o stedri hodnoe tedy plait
\f(y) — f(x)| <My — x| provsechnaz,y € [a,b].

Pro k&dé céleri o intervalu[a, b] tedy mame
<MZ oj —0j_1] = M[b—al.

Vidime,zekazda funkce spoji na intervalula, b], kterd ma na jeho vnitku (a, b) ohrani-
¢enou derivaci, ra kon€nou variaci
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Jestlze je navc | f /| riemannovsky integrovateédma intervalua, b| (na @iklad f' je
spojita na(a, b)), mlizeme variaci funkceg na intervalufa, b] presré utit. Plaf totiz

b
var, f = (®) [ | («)] ds, 2.2)
kde na pra@ stram je Riemanav integil. Dlikaz tohoto tvrzeipochopitel@ predpokbda

znalost Riemannova integu.
Bud danoe > 0. Pfedpoklad o existenci a kotigé hodnoé Riemannova integtu

0 [ 1) a

znameR, Ze existujed > 0 takow, ze

‘Z\f (&) (05— ;1) — /\f ) de| < S 2.3)

plafi pro kazde celeri o intervalu [a, b] takowe, Ze |o| < ¢ a kazdy vybér bodi ¢; tako-
vych,ze

§€loj1,05] proj=1,2,....v(o). (2.4)

Na druhou stranu, podle definice variace exisije 7 [a, b] takow, Ze |o| <0 a
var’ f >V (f,o) >var’ f — % (2.5)

Podle \ety o stedri hodnog existuj body ¢;, j=1,2,...,v(o), spiujici (2.4) a takoe,
Ze

v(o)
= Z 1f'(&)] (05 — 0j-1).

Odtud podle2.3) a (2.5) dostvame,ze plat

var /]f )| dz

< var, f V(] \+\Z|f &)l (0101~ m) [ 17

<fif_;
2 2 7

Vzhledem k tomuze ¢ > 0 bylo libovolng, to znamea, ze plat (2.2).
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2.4 Cviceri. UrCete vaf f a odhadéte clku grafu funkcef, jestlize

a) f(z)=sin’z, a=0, b=,
b) f(x)=2* —3z+4, a=0, b=2,
C) f(x)=cos x+x sinx, a=0, b=27.

2.5 Pozramka. Z definice2.1je zZiejme, Zze pro kadou funkcif : [a,b] — R je var’ f > 0.
Dale je-li cano libovolre celeri p € 2[a, b], pak plat

var’ f = sup V(f, o). (2.6)

oop
To plyne z rékolika elemerérrich pozoroan: Zapne, protae
{(V(f.0):oe2(a,b] a oop}c{V(f,0):0eab]},
musd byt sup V(f, o) <var’ f.
ooOp

Dale dky trojuhelrikové nerovnosti pro libovola dv@ Eleri o, 0’ intervalu [a, b]
takova, ze o’ D o, a kadou funkcif : [a,b] = R mameV (f, o) <V (f,o’).

Konetrg, je-lio € #7[a,b] libovolné a o’ =0 U p, pako’' D p atedy

V(f,e)<V(f,a").

To znamea, ze pro kade de {V (f, o) : 0 € 2[a, b]} existuje
d'e{V(f,o):0€2[a,b] a oD p}

takowe,ze d <d’, a tedy

var® f < sup V(f, o).

oDop

Plat tedy 2.6).
2.6 Cviceni. Dokazte rasleduici vlastnosti variace a funks kon&nou variat

(i) Je-li [¢,d] C [a,b], pak pro k&dou funkcif : [a,b] — R plati
[f(d) = f(e)] < varl f <var, f.
(i) var’ f=deR
= <V5>O do.€2a,bl:0D0. = d—eﬁV(f,a)Sd).

(i) var’ f=oc0 < (VK>0 Joxe2[a,b]:V(f,ox)>K).

(iv) var’ f=cc
— (3{o"} C 2]a,b] nh_)rgo V(f,o")=00.
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(v) Jestlze pro funkcif : [a,b]—R existujeL € R takowe, ze
|f(z) = f(y)| < L]z —y| plati proVSechnar,y € [a,b],

pak var’ f<L(b—a).

(V takovem gipacefikame,ze f spliujeLipschitzovu podimkuna[a, b], nebo €z,
Ze jelipschitzovsk na[a, b].)

2.7 Fiklad. Necht

{ 0 proz =0,

J(w) = T sin(g) prox € (0,2].

o . s 1 Sy
VSimréme size f(x) =0 prave kdyZ © =0 nebox = Z pro rejake ke N a proz € (0, 2]
plaf

x prave kdyz x =y, = —— k‘ENU{O}
_ 4k+
S = ave kdyz 2 keN
— I —= = .
T prave Kayz x = zj i _1 S
Prodag ncN adeleri o™ ={0,yn, 20, ..., y1, 21,2} dostaneme

V(f,a™) = [£0) = flyal+ D 1f (1) = Flz) |+ D [Fw) —

n

= Yn + z": (Y1 + 25) + Z (s + 2k)

k=1 k=1

—yo+2z e+ ) —2+4216k2_1_ 1+34)

| -
Je zramo,zez%:oo. Tudiz lim V(f,0") =00 avaP f = cc.
k=

n—o0

Snadno mizeme ugit variaci monobnrich funkd.

2.8 Véta. Pro kazdou funkcif monobnri na [a,b] plati var? f = |f(b) — f(a)].
Dlkaz. Je-lif nerostoutnala,b] ao € 2[a,b], pak

V(f.0) =2 [f(o;1) = f(2))]

|
S
=
S
|
=
Q
=
Pt
+
—
—
Q
=

) — flo2)] + -+
+ [f(o'mfZ) - f(o-mfl)} + [f(o'me) - f(b)]
= f(a) = f(b),
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. vary f=f(a) = f(b)=|f(b) - f(a)|.

Podob@ bychom ulazali,ze je-li f neklesaici na [a, b], pak
var, f=f(b) = f(a)=|f(b) = f(a)|. 0

2.9 CviCen. Dokazteze funkcef : [a,b] — R ma kon&nou variaci nda, b] pravé tehdy,
kdyz existuje tako& neklesdgi funkce ¢ naa,b]|, ze

|f(x) = f(W)| < v(x) —p(y) proz,yecla,b], y<w.

2.10 Hiklady. (i) Prikladem jednodudh funkce, kted nend ohranéenou derivaci na
intervalu [0, 1] (a tudz tvrzen z prikladu2.2 (i) nezar&uje, ze ma kon€nou variaci
nal0,1]) je f(x)=+/x. Protde je alef rostoug, je var} f =1 podle \Bty2.&

(i) Konetnou variaci mohou imi funkce nespoji¢, jak ukazuje fiklad

0 jeli z=0,
flz) = 1

p je-li z€(0,1] a ze( pro réjaké ke N.

L 1]

k+17 k
Tato funkce je ejmé definovaa a neklesagi na intervalu[0, 1]. Podle \ety2.8 je
tedy vay, f=1.

2.11 \eta. Pro kazcé c € [a, b] a kazdou funkcif : [a,b] — R plati

var? f = var¢ f +var® f.

Dl kaz. Bulte dany funkcef :[a,b] =R abodce [a,b]. Pokudc=a neboc=0b, je
tvrzeri véty trivialni. Nechttedy c € (a, b).

Necht o ={a, c,b} a nechto je libovolné cBleri intervalu [a, b] takow, Ze o D o
Pak nut@ cc o. Déleri o lze tudZ rozctlit na ckleri o’ intervalu [a, ] a cleri o”
intervaluc,b], tj. o =0'Uc”, kdeo’' € Z[a,c| ao” € 7[c,b]. Zfejmeé pak tale plai

V(f,o)=V(f,a")+V(f a"). (2.7)
Podle pozamky2.5 dostivame tedy

var, f = sup V(f,o) <var; f +var. f.
ooe

Na druhou stranu pro kda dwe celeri o' € 2[a,c] a o” € 2][c,b] je jejich sjednocen
o =o0'Uo"” délerimintervalu[a, b] a plat opét (2.7). Odtud plyneze

var¢ f+var’ f = sup  V(f, ')+ sup V(f,a") <var f.
o' € Da,c] o € Dch]

Tim je dikaz \éty hotov. O
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2.12 Hiklad. Bud danon € N. Vysetujme funkci

0 pro0<z<:,
fu(w) = { x sin(g) pro+ <z <2.
Jej derivace
0 pro0 <z <+,
fal@) = { sin(z) T cos(z) proi <z <2
T x T

je ohranteraina (0, +) ana(+,2). Zfejmé je var/" f, = 0. Podle fikladu2.2 (i) je dale
varf/n fn < oo. Véta2.11tedy implikuje,ze je tale var)f, < oo pro kazde n e N.

Na mna&iné BV|a,b] jsou gdirozerym zplisobem defincany operace &tari a na-
sobeim skabrem (vizUmluvy a ozné&en (x)). Nasleduici tvrzen je zZiejme.

2.13 Lemma. Pro libovolré dw& funkcef, f>: [a,b] — R arealnécislo ¢ plati

var’ (fi+ fo) <var® fi+var’ f, a var’ (cf,) = |c|var® fi. (2.8)
Dale var® f =0 tehdy a jen tehdy, kdyf je konstantina [a, b].

St si totiz uvedomit,ze pro kade celeri o € 2|a, b] plat

V(fit fo,0) <V (fir,0)+V(f2,0) a Vicf,o)=|c|V(f o)
a daleze je-li var f =0, mud pro k&dé z € (a,b] platit | f(x) — f(a)] =0.
2.14 \fta. f€BV]a,b] tehdy a jen tehdy, kayexistuj funkce f; a f, neklesdci na
[a,b] atakowe,ze plat f(z)= fi(x) — f2(z) pro kazce z € [a, b].

DlOkaz. Jestie f; a f, jsou neklesaginafa,b] a f = fi — fo, pak podle ¥ty 2.8 maj
f1i f» kongnou variaci nga, b] a podle 2.6 je také var f <oco.

Stegi tedy dolazat,ze pro kadou funkci f € BV|[a, b| existuj funkce f; a f, nekle-
sajci nala,b] atakoe,ze f = f; — fo.
Nechttedy f € BV[a,b]. Polazme

filz) =vary f a fu(z) = fi(z)— f(z) pro x€la,bl.

Necht z,y € [a,b] a y>x. Potom podle @ty2.11je fi(y)= fi(z)+var’ f, a prote
variace je dy neaporra, znamea to, ze funkce f; je neklesdyi na [a,b]. Déle podle
véty2.11mame

fo(y) = fi(z) +varl f — f(y)

faly) = folx) = vari f = (f(y) — f(z)) =2 0

(viz cviceri'2.6(i)). To znamea, Ze funkcef, je take neklesdgi nala, b] a dikaz je hotov.
O
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2.15 Cvkeri. Necht f € BV|a, b]. Dokazte,Ze ok funkce

(

0 pro r =a,
p(r) = i s
sup »_(f(oy) = foj-1))" pro z € (a,b]
\aeg[a,x] j=1
a
(0 pro r=a,
n(z) = “e) .
sup Y (f(o) = f(o5-1))” pro we(a,b]
\aE@[a,x] j=1

jsou neklesagi a neaporre naja, b a plat
f(@) = fla)+p(x) —n(x) a vargf=p(x)+n(z) proxea,b].
2.16 Disledek. Pro kazdou funkcif s koné€nou variaé na [a, b] a pro Sechnat € [a, b)
a s € (a,b] existuj kon€né limity
flt+) = lim f(7) a f(s—)= lim f(r)
(tj. f miZze nitv [a, b] pouze nespojitosti priho druhu).*

Dl kaz. Podle &ty2.12mlzeme pedpokhdat,ze f je neklesdgi na [a, b]. Pro ka&de
z€la,b] je f(a) < f(x) < f(b), atudz plat také

fla) < sup f(z) < f(b) prokade se(a,b]

z € [a,s)
a
fla) < iI%fb] f(z) < f(b) prokeazdé te(a,b).
x € (¢,
Ukazemeze
ft+) = iI(lfb} f(z), jestlize t€[a,b). (2.9)
x € (t,

Ozn&me d= mg%tf:b} f(z) anechtje dano libovolré > 0. Potom podle definice infima
existujet’ € (¢,b] takow, ze

d< f(t") <d+e.
Vzhledem k mondinnosti funkcef odtud plyne ze nerovnost

d< f(z)<d+e
plafi pro kazdé x € (¢,t’]. Dokazali jsme tedy vztalP(9).

Podobi@ bychom ukzali,Ze plat také
f(s—=)= sup f(x), Jjestlize s€ (a,b]. (2.1(D))

z € [a,s)

IRikame, e bod z je bodem nespojitosti 1.druhu funkcg, jestlize existuj konené limity

f(z=), f(z+), pficent f(z—)# f(z+)
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2.2 Prostor funkci s konenou variac

Podle lemmat2.13 kazda linearn kombinace funkcs kon€nou variat ma take kone-
nou variaci. Z toho plynge mnainaBV a, b] je linearri prostor. Ukzeme ze (i vhodré
zvolere normé seBV|a, b] stane lin@rrim normovagm prostorem.

2.17 \eta. BV|a,b] je linearni normovary prostor vzhledem k nondefinovaé pred-
pisem

I fllsv = |f(a)] +var; f pro f € BV[a,b]. (2.11)
DUkaz. BVia,b] je linearr prostor podle lemmat2.12 Dale pro kadou funkci
f:la,b] =R akeadé x € [a,b] plat

[f(@)] < |f(@)|+1f(z) = f(a)| < |f(a)|+varg f pro z€a,b].
(Rozmyslete si, protomu tak je.) Tuidk

[fII < [|fllsv < oo pro feBV. (2.12)

Podle lemmati2.13relace

If +gllsv < [ fllev +llgllev @ e fllev = lc| | fllav (2.13)
plat pro \8echny funkcef, g € BV|[a,b| a kazdé realné Cislo c € R.
Konetré, jestlze || f||zv = 0, mud byt f(a)=0 a var f=0 Podle lemmat®.13je
tedy f(z) = f(a) =0 naja, b}, fj. f je nulowy prvek BV|a, b].
Dokazali jsme tedyze rovnost2.11) definuje normu n@8V a, b]. O

2.18 Pozramka. Nerovnost 2.12) implikuje, Zze ka&da funkce, kted ma ohrantenou
variaci nafa, b] je take ohrantera naja, b|.

Podle ety 2.17 je BV|a,b] linearn normovary prostor vzhledem k noréndefino-
varé predpisem2.11). Nyni dokdZzeme ze BV |a, b| je Banacliv prostor vzhledem kéto
normeé. Toto tvrzenumaznuje podivan metod funkcio@lni anafyzy pfi praci s funkcemi
s koné&nou variat. Nejprve ale pipomaime Bolzanovu-Weierstral3oveétu, kterou bude-
me potebovat.

2.19 \eta(BoLzANO-WEIERSTRMR). Z kazde ohrantere posloupnosti @nychcisel je
mazno vybrat konvergenitpodposloupnost.

2.20 \&ta. BV|[a,b] je Banaclilv prostor.
Dlkaz. Zlyva dokazat,ze BV |a, b] je Uplny, tj. Ze ka&da posloupnost cauchyovak
vV BV[a,b] ma v BV[a,b] limitu. Necht {f,} CBV][a,b] je posloupnost cauchyovak
v BV[a, b]. Potom plai

Ve>0 dn,: }

(2.14)
n,m >n. = | fu(x) = fr(2)| < || fn — fullBy < e proz € [a,b].
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a) Podle2.19) je pro k&dé x € [a, b] posloupnost r@nych Cisel { f,,(x)} cauchyovsa.
Pro k&dé x € [a, b] tedy existuje konéna limita

lim fu(x) = F(a)

b) Nechtje dano libovolré ¢ > 0 a nechtn. € N je urteno podrinkou 2.14). Potom pro
kazdé x € [a, b] mame tale

(@) = fu (@) = T |fu(@) — fo(@)] <e,
atudz pro k&dé n >n. akadé x € [a,b] plaf

[f (@) = ful@)] < [f(2) = fo.(@)] + [fno () = fal2)] < 26
To ov8em znameh, Ze

Tim [[f = full =0
neboli posloupnos{ f,,} konverguje kf stejnonérré nala, b].
c) Podle .13 a (2.14) existujen; € N takow, ze

varg fu < |[fallzv < [l lev +1 pron>mn,.

Ciselra posloupnostvar® f,,} je tedy ohraritera. Podle Bolzanovy-Weierstraovity
mlzeme z mvybrat podposloupnosfvar® f,, : k € N}, pro kterou plait

klim var® f, = d < oo,
g.
Ves0 HkEEN:<k2k5aa€9[a,b] — V(fnk,cr)<d+e>

Ve>0Voe2a,b]:V(f,o)=lim V(f,,0) <d+e.

k—o0

Odtud osem & plyne,ze je

vart f = sup V(f,0) <d<oo, t. feBV|a,b].
occPab]

d) Podle .14 tedy pro ka&de = > 0 existujen. € N takow, ze
n,m>n. = V(fy — fm, o) <var’ (f, — fm) <eproo <€ z[a,b].
Tudiz, je-li m >n., pak pro kadé o € 2[a, b]| plaf

V(f = fm o) = lim V(f, — fn, o) <e neboli vat (f — fn) <e.

To ovsem znamem ze lim || f — f.||[gv = 0, coz zbyvalo jeste dokazat. O
m—0o0
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2.3 Konecna variace a spojitost

Podle disledku2.16 mohou nit funkce s konénou variat nespojitosti pouze pniho
druhu. Po@vejme se nyhtrochu podrob@ji na vlastnosti funkics kon€nou variat sou-
visejici se spojitost

2.21 \eta. Kazda funkce f € BV |[a, b] ma nejySe spdetre mnoho boll nespojitosti na
intervalu [a, b].
D U kaz plyne z dsledku2.16a z rasleduiciho lemmatu. 0

2.22 Lemma. Necht J C R je oteveny interval,f : J — R a M je mn&ina bodi nespo-
jitosti 1. druhu funkcef v J. Potom M je nejSe sp@etré.

Dlukaz. a) Ozname

MT={xeJ: fla+)# f(x)}, M ={xe]:flz=)#f(2)}

MiP={zeM?": f(z)< fla+)}, My ={zeM™: f(z)> f(z+)}.

Potom je M =MTUM~ a M™=M,;"UM,". Uspdadejme mndinu P racioralnich
Cisel do posloupnost? = {r,}. (Uvédomte si $ak,ze mndinu P nelze usptadat ,,podle
velikosti“, tj. tak aby platilor, <., pro kazdé k € N.)

Necht r zn&i zobrazen které kazdemu x € M, pfitad prvni (pfi daréem uspdadari
mnaziny IP) raciorélni Cislo, ktee leZi v intervalu (f(z), f(z+)). Pfesrgji feCeno,

r(x)=r; <= r;e(f(x), f(z+)) a{r,ro,...,rj_1} 0 (f(2), f(z+))=0.
Dale pro kadeé ¢ € P ozn&me symbolenr_;(q) jeho vzor @i zobrazenm r, tj.
roi(q) ={ze M :r(z)=q}.
Mame

M= ral).

qeP
Uk&Zeme-li tedyze k&da mnainar_;(q), g € P je sp&etra, budeme it soltasre talée
dokdzano,ze i mnaina M;" je spdetra.
Nechtje tedy dano libovolré ¢ € P. Vzhledem k definici mnginy A~ a zobrazenr
pro kazdée z € r_y(q) existujed(z) > 0 takowe, ze
r<y<z+i(x) = f(y)>r(z).
Jsou-lizy, o €r_1(q) takova, ze x; <zy a r(xy) =r(z9) =q, pak mu$ platit

(1, 21+ (1)) N (22, 29+ 6(22)) = 0.
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Vskutku, kdyby bylox; <z, < x; + d§(z1), bylo by #z (vzhledem k definici)

q=r(r1) <f(x2) <r(22) = ¢,

coz neri mozné. Sysém intervall {(z,z+d(z)), z€r_1(q)} je tedy disjunkti Kaz-
demuz e€r_y(q) lze tedy gifadit jedire racioralni €islo p € (z,z+ d(z)) a im defino-
vat prosé zobrazenr_,(q) do P. To znamea, Ze pro kadé ¢ P je mndina r_;(q)
spcetra.

b) Prot@e My ={z € J:—f(x) <—f(z+)}, mUzeme podit ast a) tohoto tlikazu k di-
kazu sp@etnosti mnainy M, ™.

c) Kong&me, M~ ={xeJ: f(—x)# f(—x+)}, takze podlecast a)-b) tohoto dkazu je
také M~ spdetra mnaina. O

2.23 Pozramka. Klicowm argumentem pro platnost lemmatllz je tvrzen: Kazdy
disjunktri sysém intervall v R je spdetry. Dukaz tohoto tvrzenje v naem dikazu
lemmatu2.22obsaen.

Necht f € BV][a,b] a
v(x) =var;f pro z€la,bl. (2.15)

Podle dikazu \ty2.14vime,ze funkcev a v — f jsou neklesagi na [a,b]. Ukazeme
nyni, Ze funkcev kopiruje spojitost funkcef.

2.24 Lemma.Necht f € BV[a,b] a v:[a,b] — R je defino@ana vztahen(2.15). Potom

A~ v(z) =|A" f(x)| pro x€(a,b) (2.16)

Ato(z) = |ATf(z)] pro x € a,b). (2.17)
Dlkaz. a) Jestie z € [a,b), pak

v(t) —v(z) >var f > |f(t)— f(z)| plat pro kade t € [z,b].
Podobe, je-li z € (a,b], pak

v(z) —wv(s) >vary f > |f(x)— f(s)] plat prokade se [a,x].
Odtud, limitrimi pfechodyt — = zprava resps — z zleva doshivame nerovnosti

A"v(z) > |A™ f(x)] pro z € (a,b] (2.18)

Atv(z) > |ATf(x)| pro x €la,b). (2.19)
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b) Nechtx € (a,b] a >0 jsou libovolré. Zvolmed > 0 tak, aby platilo

|f(z—) = f(s)| <e/2 prose (x—90 ). (2.20)
Dale, zvolme éleri o ={0q,01,...,0,} intervalu[a, x] tak, aby platilo sobasré
Omo1>z—3% a v(x)—V(f,o)<e/2. (2.21)

Potom, podleZ.21) a (2.20), bude

=3 o)~ flos ) < VG, +€/2—Z\fag flos0)

= |f(@) = flom-1)| + /2 < [AT f(2)| + [f(z=) = flom-1)] + £/2
<A™ f(z)[ +e.
Protcze je Zejmé

> 1f(o)) = floj-)] < v(om-1)

j=1
a v(t)>v(o,-1) prokadéte (o,-1,x), plyne odsudze plat také

m—1

v(@) =o(t) < v(@) = v(om-1) Sv(@) = Y [f(o5) = o) S |Af(z)] +e

=1

pro kazde t € (o,,_1,x) akade £>0. Odtud, po limithm pfechodu ¢t — z zleva a
vzhledem k tomuze ¢ muze byt libovolné kladré Cislo, doshvame nerovnost

A7v(z) <|ATf(z)],
ktera spolé€né s £2.18) dokazuje rovnosi4, 16).
c) Necht z€[a,b) a £>0 jsou libovolre. Zvolme § € (0, %5%) tak, aby platilo
|f(s) = f(z+)] <e/2 prokadé s e (z,x+9). (2.22)

Dale, zvolme éleri o ={0y,0,...,0,,} intervalu|a, b| tak, aby platilo sodasreé

reo a v(b)-V(f,o)<e/2. (2.23)
Necht k€ {1,2,...,m—1} je index takoy, Ze = = o,. Bez jmy na obecnosti izeme
predpokbdat,ze je navc o1 <z + 0. Mame

k+1
v(0k+41) Z f(o5) = floj-1)]

k+1

=3~ (v(0) = vlo51) = (o) = F(o;-)])

j=1
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<3 (vl3) —v(oi0) = 1f(o5) = F(0)l) = v(B) = V(f.0) < =/2.

j=1
Protcze je tale

k

v(w) = v(ox) = Y |f(0;) = floj1)],

j=1
dostivame podle?2.22) pro kazdée t € (z,0441) C (2,2 +9)

o(t) = v() < v(opsr) — v(x)

< Z (o) = floj-)l+¢/2=> 1 f(0;) = floj1)]

= |f(oks1) — f(x)| +€/2
= [ATf(@)| + | f(ors1) — fla+)| +e/2 < |AT f(z)| + <.

Plat tedy
v(t) —v(z) < |[ATf(x)| +e prokade t € (z,0r,1) akade > 0.

Odtud, po limitim pfechodut— z+ dostaneme nerovnogitv(z) <|A*f(z)|, kterd
spole€ne s .19 implikuje (2.17). O

Nasleduici tvrzeri je okanzitym diisledkem lemmatd.24
2.25 Disledek. Necht f e BV[a,b] a v:[a,b] — R je definoana vztahen(2.15). Potom
je f spojita v bo x € [a,b) zprava pave tehdy, kd¥ je v tomto boé spojit zprava i
funkcev. Podobré, f je spojita v bod x € (a,b] zleva péaveé tehdy, kd¥ je v tomto bod
spojita zleva i funkcey.

Z daBi véty vyplyne,Ze soet absolutith hodnot skol funkce s konénou variacje
vzdy koné&ny. Pro jej diikaz budeme pétbovat @sleduici tvrzeri.

2.26 Lemma. Necht f je libovolma funkce s koriou varia¢ na [a, b] a nechtfunkcep
a n jsou defino@ny jako ve c\deri 2.15. Potom

ATp(r) = (A" f(2))", A n(z) = (A" f(x))” pro z€(a,b], (2.24)

Atp(x) = (AT f(x)T, ATn(z) = (AT f(z))” pro z€[a,b). (2.25)

D Uk az. Vzhledem k definim obsaerym ve cvieri 2.15, mizeme dikaz proest
zcela analogicky jakoltkaz tvrzemobsaenych v lemmatil.24 (Jenom jefieba pracovat
s (f(0;) ~ f(o;-1)* resp. (f(o,) — f(o;-1))" mistos |f(a;) — f(o,-1)]-) Podrobiy
diikaz je ponechn Cterdfi jako cviceri. O
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2.27 Cvicen. Dokazte podrobg lemme2.26

2.28 \fta. Necht f € BV |a, b] a necht{s,} je prost posloupnost badz intervalu(a, b).
Potom

AT f(a)] + Z (1% F ()| + 187 F(s)]) + A F(B)] < vars . (2.26)
Dlukaz. a) Pedpokhdejme nejprveze f je neklesdgi. Potom

A f(a)] + Z(Nf s+ 1A f(s1)]) +1A7£(0)]

= A f(a) +ZAf sk)+ A7 f (D).

k=1
Nechtm eN a oy, 0y, ...,0,11 jSOuU body intervalya, b] takow, ze
a=00<01< - <0, <Opi1=D>
a

{o:k=0,...m+1} ={a} U{s,:k=1,...,m}U{b}.
Zvolme dale t,, k=1,2,...,m+ 1, tak, aby platilo

a<ti <o <ty <oy<- <Oy <tlpm <b.
Potom je

0 < AT f(a) < f(t1) — f(a), 0 < ATF(b) < f(b) = f(tmsr)

a
0 < Af(ok) < fltesr) — f(te) prok=1,2,....,m
Tudiz
ATfa)+ Y Af(si)+ATF(b) = AT fla)+ > Af(or) + A f(b)
< ( + Z J(trs1) — )) + (f(b) - f(tn+1>)

= f(b) = f(a).

Pro libovolre m € N tedy mame

m

ATf(a)+ Y Af(si)+ATf(b) < f(b) — fla) = var, f.

k=0
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Nerovnost?.26) tedy plat pro kazdou funkci f neklesdici na [a, b].

b) Nyni necht f je libovolna funkce s konénou variacna [a, b] a nechtfunkcep a n
jsou definoany jako ve c\eri 2.15 Vime,ze f = f(a)+p —n nafa,b]|. Zfejmeé plai

ATf(t) = ATp(t) — ATn(t) a A™f(s) = A7p(s) — A7n(s)
prote|a,b), s€ (a,b]. Konetné, pomotlemmatu2.26 ziskame rovnosti
[ATf@)] = ATp(t)+ATn(t) a [A7f(s)] = A7p(s)+ A n(s) (2.27)

protela,b), s€(a,b].
Podle prvi ¢asti dikazu name

(e 9]

A*pla)+ Y (A%p(sn) +Ap(sy)) +Ap(b) < p(b)

A*n(a) + i <A+n(sk) + A‘n(sk)> + An(b) < n(b).
Setteme-li tyto nerovnosti, dostaneme
]+ 318 S A () 4187 S0 P 00 = vt .

tj. (2.26) plafi pro kazdou funkci f s kon€nou variat a

2.29 Pozramka. Necht f:[a,b] — R ma kon&nou variaci a nechinnazina D jejich

bod nespoijitosti v(a,b) je nekonéna. Podle ¥ty 2.21je D spdetra. Existuje tedy
vzajemreé jednoznéné zobrazenk € N — s, € D takow, ze D = {s; }. Takowych zobra-
zeri je Zfejmeé nekonéné mnoho. Podleéty2.28je vSakfada

S (IA" F(s0)| + 18" F(s0))

k=1

absolut@ konvergentna jeji soltet neavid na volt®e uspdadari mnaziny D. Protaze pro
z € (a,b)je |ATf(x)|+|A™ f(x)| #£0 pouze tehdy, kd¥ = € D, ma tedy smysl definovat

> (1atf@I+1Aa @) =Y (1A f@)]+ a7 f()])

a<z<b xeD

N (2.28)
=3 (|A+f(8k)| + |A‘f(sk>|),
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kde {s;} je libovolna prosh posloupnost badz (a,b) takova, ze D = {s; }. Analogicky
budeme rozurét i symbolim

> ,resp. > ,resp. » , pfipade Z Z a p.

a<z<b a<z<b a<z<b z€lab) z€(ab] x€][ab]

Vétu2.28mlizeme nyinpreformulovat do asleduici podoby.
2.30 Disledek. Pro ka&dou funkcif € BV [a,b] plaf
ATf@]+ Y (IATf@)|+]A7f(@)]) + A7 f(b)] < var, f. (2.29)

a<x<b

2.4 Derivace funkd s konenou variac

Nyni se budeme &novat vlastnostem funks koné&nou variat vzhledem k derivo&ni.
Nejprve pgipomaime pojem mnbin s nulovou rirou.

2.31 Definice.Mnozina M C R ma nulovou niru (u(M)=0), kdyz ke k&demu ¢ > 0
existuje nejyse spaetry sysem otevenych intervall 1;, j € N, takow, ze
Mcl|JLa) |]<e
j=1 j=1

ReknemeZe r&jalka vlastnost platskoro Bude(s.v.) na intervalua, b], jestlize existuje
mnazina M C [a,b] nulové mriry takoa, Ze tato viastnost plapro kazdé = € [a, b] \ M.

2.32 Cvien. Dokazte,ze plat:
(1) Kazda spaetrda mn&ina S C R ma nulovou niru.
(i) Sjednocenspaetre mnoha mnain nuloe niry ma nulovou niru.

2.33 \eta (LEBESGUEOVA VETA O DERIVACI MONOTONNI FUNKCE). Kazda funkcef,
definova@ a monobnni naintervalufa, b], ma kon€nou derivacif ’'(x) pros.v.z € [a, b].

Dlkaz ety [2.33 je rozsahly, technicky komplikovaj a do zn&né miry zavisly na
pojmech, kteg se do tohoto textu nevejdou. Prakaz odkazujeme nactebnice, kte®
obsahij diikladny prehled €to tematiky (viz nap [16, véta 84], [L7, véta VI.1.2], B5,
Theorem 22.5]).

2.34 Poziamka. Specalné vzhledem k @ 2.14 ma kazda funkce f € BV|a, b] kone&-
nou derivaci skoro$ude na intervallu, b|. Je dokonce zmo,ze derivace funkics kone-
nou varia¢ jsou lebesgueovsky integrovatel®LE !!! Obecré neplait pro kazdou funkci
f €BV]a,b] zdanlivé @irozera rovnost

= /mf’(t) dt pro x€la,b].

Existuiji totiz funkce f € BV|a, b] nekonstantnna [a, b] a takoe,ze f' =0 s.v. naja, b].
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2.35 Definice.Funkce f € BV|[a, b| se nagvasinguhrni, jestlize

f'(x) =0 pros.v.z€]a,b].

2.5 Skokowe funkce

Nejjednoda&simi priklady nekonstantich singuérrich funkd jsou funkce typu f = x4,
kde c € (a,b). Jejich zobecénim jsou ¥idy jednoduckich skokoych funkg (anglicky step
functiong.
2.36 Definice.Funkcef: [a,b] — R je jednoduch (t€z kon€na) skokow funkce nda, b],
jestlize existuje 8ler o € 2[a,b] takow,Zze na kadem jeho dcim otewerém intervalu
(0j-1,0;) je f konstanth

Mnozinu jednoducfich skokowch funkd na intervalu[a, b] zn&ime S|a, b].

Podle definice je tedy funkcé: [a,b] — R jednoduch sliokov'a funkce pave tehdy,
kdyz existuj: m e N, mnaziny {c¢;:j=0,1,..., m}CR, {d;:j=1,2,...,m}CR a
déleri {a=s0<s1<...<s,=>0} intervalufa,b] takowk,Ze je

f(s;)=¢; proj=0,1,...,m,

a
f(x) = d; pro z € (sj_1,s;) a j=1,2,...,m,
g.
2) =) G X (@) + D> di X5 (@)
=0 =1
m—1
= ¢ (X(ap)(T)— )+ DG (Xisy.0 =X (5.0 () + Con X (%)
7j=1
m—1 " "
> di (X5, 1,01 (8) = X1, () F i (X[ () =X (7))
j=1
m—1 " m—1 " .
=cot ) (djt1—=65) X(s,01(®) + D (G=dj) Xs; 0 (%) + (Con—dim) Xpp) (@),
7=0 7=1
neboli
)=c+ chx(sjb] + Zdjxsj x)+dxp(z) proz € [a, b, (2.30)
kde

c=Cy, €= j—i—l_gj proj=0,1,....,m—1,
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dj:zj_dj DFOj:1,2,...,m—1, d:gm_dm'

Zrejmeé plat f(a)=

fle=)=f(z)prox e (a,b]\{sx}, f(z)=f(z+)proxela,b)\{si}

A+f(s])— 41— Cj =¢j proj=0,1,....,m—1,
A~ f(s;) = ¢ —d; = d; proj=1,2,....,m

Daléim zobec®rim tohoto pojmu jsou pakkokoe funkce(nebo €z funkce skok).
Anglicky se negasgji naz/vaji break functions

2.37 Definice.Funkcef : [a,b] — R se nagvaskokoa funkce nda, b], jestlize budto f
je jednoduch skokowa funkce, nebo existujealnacisla ¢, ¢q, d € R, prost posloupnost
{sx}C (a,b) a posloupnosti{c,} CR a {d.}CR takow,Ze plat

o0

> (lex] + Idi]) < o0 (2.31)

k=1

F(@) = e o X(ap) (@) + 2 (b Xise1(2) + i Xiog(2) ) + Ay (@)

k=1

(2.32)
proz € [a,b].

Mnozinu skokowych funkd na intervalufa, b] zn&ime B|a, b].
Jestlze f € Bla, b], neri jednoducla skokowa funkce, pak posloupnogt, } z definice

2.37ma nekonénré riznych prvkll a nemusbyt vzdy mazné uspdadat tuto posloupnost
bod intervalu|a, b] "podle velikosti”. Diky podrince @.31) ale name

> Jew Xsro1 (@) + i xis (@) <D (lewl + 1di]) < oo (2.33)
k=1 k=1

To znamea, Zefada na pra@ stram rovnosti 2.32) je absolut@ konvergentnpro kazde
x € [a,b]. Hodnoty f(z) tedy naavid na konkétnim uspdadan posloupnosti{s;}. Pro
kazdé = € [a,b] tedy nlize byt rovnost ©.32) pfepsana v ekvivalentim tvaru

(¢ pro z =a,

c+co+ Z cr + Z dy, pro z € (a,b),
f(iL') = a<sp<T a<sp<zx (234)

c—i—co—l— Z cr + Z dy+d pro x=b,

a<sp<b a<sEp<b
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kdevsung Y ¢ se gita (fes \Bechny indexyk € N, pro kteg je sy € (a, ), v sune
a<lsp<x

)~ dj, se gita gfes \Bechny indexy: € N, prokteg je s, € (a, z], a analogick vyznam

a<sp<zw
ma talée suma )~ dj.

a<sp<b
Pro funkcef € B[a, b] definova®@ rovnost (2.32) evidentr@ plai f(a) =c. Z vyjadfen

(2.39) je Zejme, ze existuje-lid >0 takow, ze je (a,a+ ) N{sx} =0, pak pro takoe
funkce plat take

fla+)=c+co. (2.35)
V obecrem fipack je feba uwazit, ze v limité

fim (2 et D )

a<sp<t a<sp<t

jde o limitu zbytku absoluté konvergentnfady, tedy tato limita je nutanulova a tudz
(2.39 plat i kdyz je a hromady bod mnainy {s;}. Podobnoulvahou dokZzeme i
vSechny @asleduicich formule

flxa=)=c+co+ Z ck + Z drp kdyz ze€(a,b],

a<sp<zT a<sp<x
a (2.36)
flxz+) =c+co+ Z cr + Z dr kdyz z€]a,b).
a<sp<x a<sp<x

Ode&teme-li od sebeWwrazy z £2.34) a (2.36) zjistime, Ze plat

f(z—)=f(x) = f(z+) proz € (a,b) \{sk} (2.37)
a
At f(sk) =cx prokeN, At f(a)=cy, }
(2.38)
A~ f(sp) =dr prokeN, A~ f(b)=d.

Mame tedy k dispozici dél dvé mazna ekvivalentinvyjaden definice .32):

(¢ proxz =a, )
+ A" f(a)+ At + A~ rox € (a,b),
flz)= cra <Z< o <z,;§ o proze(e.f) (2.39)
c+ AT @)+ > ATf(si)+ Y A f(sk) + AT f(b) proz=b
\ a<sp<b a<sp<b )

resp.
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(@)= f(a)+ AT f(a) Xan (@) 2> [ATF(s1) X(apy(x) + A7 F(58) Xja) ()]
deD (2.40)

+ A7 f(b) xp)(x) prozxe|a,b].
Pfipome&ime, ze gedpokhdame,ze {s;} C (a,b). Vzhledem ke 2.38) tedy vidme, Ze
{sx} je mna&Zina bodi nespojitosti funkcef na otevenem intervalu(a, b), zaimco mno-

zina bodl nespojitostiD funkce f na uzaverém intervalu[a, b] je obsa@ena v mnainé
{sr} U{a}U{b}. (Body a,b mohou lyt body nespaijitosti funkce, ale nemus)

2.38 \eta. S[a,b] CBla,b] C BV]a,b] a pro ka&dou skokovou funkdi € B|a, b] plati
var, f = |A* fa)] + > (AT @)+ A7 f(@)]) + A7) < oo (242)
a<z<b
DU kaz. Podle definice je@jmeé S[a,b] C Bla,b] aS[a,b] CBV]a,b]. Dale je Zejme,
Ze (2.41]) plati pro kazdou jednoduchou skokovou funkgie S[a, b].

Predpokbdejme tedyze f € B[a, b] \ S[a, b] je vyjadiena ve tvarud.34), pficent plat
(2.37). Vzhledem k'2.38), tedy mame

A+ (18 f@)+1A7f@)]) +1A7 1)

a<z<b
= leo| 4> (|ck\ + |dk|) +1d| < oo.
k=1
Pro libovolra z, y € (a, b), <y, plaf

@) = F@I< Y lel+ D ldl:

<5<y <5<y

(2.42)

Dale,
1f(W) = f@)] < el + D lewl+ D ldil proa<y<b,

a<sp<y a<sp<y

|f(b) = f()] < Z x| + Z di| +1|d] proa<az<b.

z<sp<b r<sE<b

Pro k&dé célenri o intervalu[a, b] takow,Ze v(o) > 3 tedy plat

V(o)
o) = Z | f(o7) = f(oj-1)] < |eo| + ( > el +Z\dk!>

a<sp<oi a<sp<o1

Uil( Z |ck| + Z |dk)‘|‘( Z lex| + Z dk)er

0j-1<s,<0; 0j—1<8L<0; Ou(e)-1S8k<b  0y(g)—1<sk<b

< |eo| + Z (lek| + |dil) +|d|.

k=1
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Odtud plyne podle4.3)]), ze

vart f <'co| + Z (|exl +1di|) + |d] < oo, (2.43)
k=1

tji. f€BVia,b] aBla,b] CBV][a,b]. Konetné, podle ety 2.28mame

Atf@l+ Y (AT @]+ 1A F@)]) + 1A FB) < varh £

z € (a,b)

Odtud, vzhledem k4.42) a (2.43), uz plyne,ze plat (2.41]). a

Je-li f jednoducha skokowa funkce na[a,b], pak Zejmé plai f'(z) =0 pro kazdé
r€la,b]\ M, kde M C|a,b] je néjaka kon€na (nebo tak pazdra) mnaina. Jednodu-
ché skokowe funkce naja, b] jsou tedy singrni na [a, b]. Uk&dZzeme,ze dokonce kada
skokowa funkce nala, b] je singubrri na [a,b]. K tomu budeme pdebovat rasleduici
tvrzeri znameé ze akladl matematick anayzy jakomala Fubinova éta

2.39 \eta(MALA FuBINIOVA). Nechit{f.} je posloupnost funkmeklesdicich na[a,b]

atakowd, zefada f(z) = Z fr(z) konverguje pro k& z € [a,b]. Potom
k=1

f(z) = ka/([E) < oo Ppros.v.zé€la,bl.
k=1

Dlkaz. a) Oznéme

gr(x) = fr(x) — fr(a) a g(z) = f(z)—f(a) prokeN a z€]a,b]
Potom jsou $echny funkcey, gx, k € N, nezaporré a neklesagi na[a,b] a

g(x) = ng(a:) pro z € [a,b].
k=1
Ozn&me j&te
Sp(x) = ng(x) pro x € [a,b] an € N.
k=1

Podle \ety 2.33 pro kazdé k£ €N existuje mndina Dy C [a,b] nulove miry tako\a, ze
funkce g, ma kon€nou derivacig ;. (z) pro kadé z € [a, b] \ D;. Podob@ existuje koné-
na derivaceg’(x) pro kazdé x € [a,b] \ D, kde D C [a,b] ma talé nulovou niru. Ozna-

&ime-litedy D=D U U Dy, mizeme shrnoutze kon&né derivacey’(z) a g/ (z) exis-
k=1

tuji prokazde k € N akazdé = € [a,b] \ D. Podle CvEeri 2.32(ii) ma ovsem tale mnaina

D nulovou mru.
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Pro libovolra 2 € [a,b] \ D a ¢ €[a, b] tako\a, Ze £ # x, mame

— 0k(&) —gr(z) _ g(&) —g(x)
Z —x E—x

Protdze kady sCitanec v suré na lee stram je neklesagi, plyne odtudze

s (5 _Sn ngf (z) g(f)—g(flf)

plat pro libovolma z € [a,b]\ D, ¢ €[a,b]\ {z} a neN. Limitnim pfechodem¢ —
dostaneme

ng <4 pro:ce[a,b]\f) a neN.

Diky tomu,Ze jeg,(z) >0 proz € [a,b]\ D ak €N, je pro k&de z € [a,b]\ D posloup-
nost {s/.} neklesdci (vzhledem kn). Pro k&dé z € [a,b]\ D tedy existuje konéna
limita

lim s, (z) = > _gi(x) < g'(), (2.44)
k=1

tj. Fadaz g;.(z) konverguje pro s.vz € [a, b].

o . 1 g
b) Z drule strany, pro kadé ¢ € N existujen, takowe,ze 0 < g(b) — s,,(b) < 5 Protaze
funkce g, jsou \VSechny neklesgji, plyne odtudze je

0= 9(0) ~ ) = 32 le) € 3 b= 9(8) — sy (8) <

ng+1 ng+1
atudz take
e’} 00 1
< (g(x) = 50, (2) 327—1 pro = € [a, b].
/=1 =1

Podletasti a) kde uvaujeme posloupnosty(z) — s, (z) } misto{g}, dosvame odtud,

ze wadaZ ) je konvergenthpro s.v.z € [a, b]. Specalné, mus platit

lim (¢'(z) — s, (x)) =0 pros.v.z € a,b].

n
f—00 ‘
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Toto by o\6em nemohlot pravda, kdyby nerovnost ¥2(44) byla osté. Plat tedy rovnosti

@)= (f(x) = f(a) = g'(z) = Y gi(x)
k=1

=3 (fule)— f@) = 3 file) prosv.aefabl.

k=1

Tim je dikaz dokoigen. O

2.40 \eta. Kazda skoko@ funkce nala, b] je singubrni na [a, b].

DOkaz. Necht feBa,b]\S[a,b] actisla c¢,cy,d€R, posloupnosti {c;,} CR a
{dx} CR aprosh posloupnost{s;} C (a,b) jsou takoe,ze plat (2.31) a (2.32). Definuj-
me

0 kdyz z=aq, 0 kdyz x<b,
va () = ) () = 5
lco| kdyz x> a, |d| kdyz x=b,
a
0 kdyz = < sy,
vg(x) = |d| kdyz z = s, a keN.

lce| +|dy|  kdyz x> sy,
Kazda z €chto funkt je neklesdri na[a, b],

v!(z)=0 pro x#a, wvy(x)=0 pro z#b.
vi(z) =0 pro x#s, a keN.

Dale, podle2.3]) je

Z|Uk Z |ck| +]dr]) < oo proz € la,b].
k=1 k=1

Rada ) " vi(x) tedy konverguje absoluénpro kéde x € [a,b] a funkce

—|—ka +Ub

je definovad pro ka&dé x € [a, b]. Podle \ety2.39tudiz plaf

+ka )=0 pros.v.z¢€l[a,b].
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Protaze pro \Bechnar, y € [a, b] takowa, ze x # y, zfejmeé plai

‘f(ft)—f(y)‘<
r—vy B

)

v(z) —v(y)
r—Y
plyne odsudze je tale f'(z) =0 pro s.v.z € [a, b].
V pfipact, ze f € Sla, b], je tvrzen véty evidentin O

2.41 Pozramka. Priklad funkce, kte@ je spojif, neklesagi a singuarn na da@m inter-
valu, je uveden v15, V.9, cvicen 4].

2.6 Jordanuv rozklad funkce s kon&nou variadi

2.42 \fta. Kazdou funkci f € BV[a,b]| lze vyadiit jako soltet f= fi+ f2 na[a,b],
kde f; EBV[(I, b] N C[a, b] a fo GB[CL, b]

Je-li f=fi+ fo, kde f, € C[a,b]NBV[a,b] a f,€B[a,b], jiny takow rozklad, po-
tom existuje konstanta € R tako\a, ze

fil@) = fil@) = fa(x) = fo(x) = 3 pro € a,b].

Dlkaz. a) Ozname symbolemD mnazinu bodi nespoijitosti funkcef na oteverem
intervalu (a,b). Vime,ze mnaina D je nejw3e spgetra tj.

D ={sp€(a,b):k€K}, kde K={1,2,...,m} prorgjakt meN nebo K=N.
Definujme
fa(x) = fla) + AT f(a) X(ap (7)
+ D pew (A7) Xty (@) + A7 f(51) Xfsp (%)) (2.45)
+A7f(0) xp(x) pro z € a,b],

kde ¢ je libovolna realna konstanta. Podleldledku?.30plaf

AT F@)]+ D (AT F(si)| +1A7 Fsu)]) + 1A f(b)] < var, f < oo

keK

a podle definic2.37 je tedy f, € B[a, b]. Podle £.38 mame

AT L) =A%f(t) a A fo(s)=A"f(s) pro tela,b) a s€(a,b]. (2.46)
Tudiz

((f(t+) = folt+)) = (F(t) = fo(t)) = AT f(t) = AT fo(t) =0 prot€[a,b)
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(f(s) = fa(s)) = (f(s—=) = fa(s—)) = A" f(s) =A™ fo(s) =0 prose(a,b].
Funkcef, = f — f je tedy spojiinafa,b] a f = f1 + f> nala,b].

b) Nechit f=f, + fo, kde f, €Cla,b]NBV[a,b] a f, €B[a,b]. Potom

0=ATfi(t) = (f(t+) = Fot4)) = (f() = fa(t)) = AT () = AT fa(t)

0=Afi(s) = (f(5) = fo(s) = (f(s=) = fals=)) = A" f(s) = A" fals)
plafi pro v8echnat € [a,b) a s € [a,b). Vzhledem k[2.46) dos&vame tedy

A*f(t) = AT f() =AY f(t)  protela,b) }
(2.47)

A~ fo(s) = A" fo(s)=Af(s)  prose (a,b].

Podle definic&® 37 existuj realnatislac, ¢, d a posloupnosti{c,} a {d;} takow, ze

Z(|5k|+|dvk|) <00

keK
a

f;()—c—l—coxab] +Z(Cszkb] +cfika[sk7b](:c))—|—dX[b}(x)pro:ve[a,b].
keK

Podobm jako v .39 dostaneme
At f(si) = prok €N, At f(a) =2, A~ f(s) = dy prok N, A~ f(b) =

Cili, vzhledem ke 2.47), mame

Folw) =T A (@) xun() + 30 (AF F(50) Xiop1 (@) A Fls58) X (2))

keK

+A7f(b) X (@)
= (¢~ f(a)) + fo(x) pro x€a,b].

Rozdl funkci f, — f» je tedy \Bude na intervalja, b] roven konstamt » = ¢ — f(a).
Tudiz také

A@) = fi(@)=(f@) = fol2)) = (f(z) = fola)) = fo(x) = fa(x) = 3 proz € [a, ]
Tim je dikaz ety dokorgen. O

2.43 Pozramka. Podle \ety2.421ze kazdou funkci s konénou variacrozlozit na sodet
funkce spojié a funkce skoka®. Takoy rozklad se nagva Jordartiv rozkladfunkce s ko-
necnou variac
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2.44 Definice.Kazdou funkci f, pfifazenou kf podle ety 2.42nazvameskokowa cast
funkce f. Rozdl f — f, naZyvamespojita Castfunkce f. Skokovou, resp. spojitotast
funkce f zna&ime obvykle B, resp. f€.

Pri praci se skokoymi funkcemi se budeyhodre vedet, Zze k&dou skokovou funkci
mUzeme aproximovat v norénprostoruBY jednoduckmi skokowmi funkcemi.

2.45 Tvrzen. Pro kazdou skokovou funkgi € Ba, b] existuje posloupnostf, } C S|a, b]
jednoduckych skokoych funkgtako\a, ze

nhj{)lo 1f = fallsy = 0. (2.48)

DlOkaz. NechtfeB[a,b]. Jestlze je mndina D bodl jeji nespoijitosti v intervalu
(a,b) kon&na, pak f € S[a, b] a tvrzen lemmatu je evidentn

Pfedpokhdejme tedyze D je nekonéna. NechtD = {s; }, kde {s;} je prosh (a neko-
netna) posloupnost. Podledty2.28a disledku2.30je fada

[e.o]

(A% F58) X (@) + A F(58) Xiop1 (1)) (2.49)
k=1
absolut@ konvergentnpro z € [a, b]. Potom (viz £.32) a (2.39))

f(z) = f(a) + A% f(a) X(ap(2)
+y (Nf (88) X101 () + A7 F(81) X[siob) (ﬂf)) (2.50)

k=1

+ATf(b) xp(x) prozela,b].
Polazme
) = £(a) + A% F(a) x(0(@)
+Z (A% F(50) X 01(0) + A F(58) X1 @) @51

+A” f(b) xp(x) proxecfa,b] anecN.
Potom pro kdadé n €N je f, €Sla,b],
fla) = fula), (2.52)

fl@) = falz)= ) <A+f(3k) X(si0) (%) + A7 f(sk) X[sk,b](x)> prox € [a,b].

k=n+1
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Podle \ety2.38mame

o0

var, (f = fu) = Y (IA™ f(si)|+ AT F(si)]).- (2.53)

k=n+1
Podle disledku2.30je ovsem Wraz na praé stra@ rovnosti [2.53) zbytek absoluté kon-
vergentn fady, ktey konverguje k0 pfi n — co. To znamea, ze lim var’ (f — f,) =0.
Diky (2.52) odtud plyne ze plat (2.49) a im je dikaz dokosen. O

2.7 Bodova konvergence

2.46 Hiklad. Vratme se j&té k funkdm

0 pro 0<z <1

(z) = roneN
ful®) x sin(i) pro L <z <2 bro
T

0 pro =0,
J(w) = x sin(z) pro z > 0.
T

Z prikladu2.12vime,ze vag f, < oo pro kadée n € N. Snadno o&ime,ze {f,} kon-
verguje k f stejnon@rré nal0, 2] a gfiitom podle ikladu2.7 f nemé kon€nou variaci na
[0, 2].

Podle ikladu2.46 stejnon@érrma konvergence posloupnosti funlckon&€nou variat
nemus stit k tomu, aby jej limita méla tale kon€nou variaci. Z asleduici véty vSak
uvidime, Ze stejnor@rma ohrantenost variaic¢lenll daré posloupnosti &1 zar(&i, Ze do-
konce jej bodowa limita kon€nou variaci M. Poznamenejmége pomot argument po-
uzitych v pgrikladu 2.7 Ize owit, ze pro posloupnost funkd f,} z pfikladli2.12a2.46
plat, ze

lim varg f, =occ a sup var; f, = oo.

n—oo neN

2.47 \eta. Nechtpro funkci f : [a,b] — R existuje posloupnost funk¢ f,,} tako\a, ze

vart f, <x<oo proneN, a lim f,(z)= f(x) prox€[a,b].

Potom je tak var? f < s.
Dlkaz. Prokade cgleri o € 2|a,b] plaf

V(f,o)= nllme(fn,a) <z,

atudz je take var f <. O
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2.48 Cviceri. Necht
fa) 27%  kdyz z= 1 pro rgjake ke N,
€Tr) =
0  proostatih z € [0,1].

Dokazte,ze f € BVI0, 1].

Nyni zformulujeme a dokzeme Hellyovu ®tu, kte bude aitecna nag. pro dikaz
totalni spojitosti rektefch opeatorl definovagich na prostoruBV(a,b]. Hellyova éta
fika, ze z kadeé posloupnosti funkse stejnorérné ohrantenou variatlze vybrat posloup-
nost bodoe konverguici k funkci s kon€nou variat

2.49 \eta(HELLYOVA VETA O VYBERU). Necht{f,} CBV][a,b], »¥€R,
|fu(a)] < 22 a var® f, < » provsechnan € N.

Potom existuj funkce f € BV[a,b] a podposloupnost f,, : k€ N} posloupnosti{ f,}
takoe, ze plat

@) <5 varf<s a lim fo,(2)=f(z) prox€la,b]
V diikazu vyiijeme rasleduici dvé tvrzen.
Tvrzeni 1. Necht
|fu(z)] < M < oo nala,b] provsechnaneN.

Potom pro k@dou spéetnou mnainu P C [a, b] posloupnost f,,} obsahuje podposloup-
nost{ f,.: k € N} takovou,ze

klim fn.(p) €R provsechng € P.

DUkaz. NechtP={p.}. Mame |f,(pr)| <M < oo pro vsechnan, k€ N. Podle
Bolzanovy-Weierstraf3ovyéty pak existujposloupnosf{n,,:k €N} a ¢ € R tak,ze

Jim frea (01) = @1
Podob@ existuj { f,,,:k €N} C{f, , :k€N} ag cR takow,ze
khj& fra(P2) = 2 €R, pliCent také klggo S (01) = 1 €R.
Takto pro ka&dé j € NN (1, 00) najdeme posloupnosti

{foe, - KEN} C{fn,,_, :kEN}
acislag; € R tak,ze bude platit

klim frno(Pe) =qr€R prokadele{1,2,...,5}.
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Polazme f,, = fn,, prokcN. Potom

khjgo fnk(p]) :qu]R proj € N. -

Tvrzeni 2. Pfedpokhdejmeze vSechny funkcé,, n € N, jsou neklesafi na [a,b] a ze
existuje M € (0, 00) takoe, ze || f,.|| < M pro kazde n € N. Potom existdjpodposloup-
nost{ f,, : keN} posloupnosti f,,} afunkcef : [a,b]—R neklesdici na [a, b] takowe, ze
plati

lim f,, ()= f(x) pro z€la,b].

k—oo

Dlkaz. NechtP=(Pn(a,b))Ua]U[b] je mnZina raciolnich &isel z intervalu
(a,b) doplréra o bodya,b. Mnozina P je sp@&etra afa,b]\ P C (a,b). Podle tvrzenl
existuj podposloupnos{n,} C N a zobrazeny: P — R takow, ze

Jim f (p) = ¢(p) propePp.

Ziejme ¢ (p') < (p”) proSechnap’, p” € P takova,zep’ < p”. Dale definujme

o(r)= sup @(p) proz € (a,b)\ P.

p€PNla,x)

Potomy je definovaa a nekleséagi nafa,b] a

o(x)= lim ¢(p) proze (a,b)\ P.

p—T—

peP

Uk&zemeze v k&dem boe x, € (a, b), ve kteem je funkceyp spojita, plat

lim  fp, (z0) = (o). (2.54)

k—o0

Vskutku, nechte danoe > 0. Potom existuje). > 0 takow, ze
Tog— 0. <x<xp+6. = p(x0) —e<p(x)<p(x) +£.
Zvolime-li ' € PN (xg — 6., x0) ar” € PN (zg, o+ Jc), bude platit
p(zo) —e < o(r) < p(zo) < 0(r") < p(x0) +e.
Dale zvolmek, tak, aby bylo

o(r') —e < fu.(r') < p(r')+e

p(r") —e < [, (r") < o(r') €
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pro kazdé k > k.. Potom pro kdade k > k. dostaneme tak
p(r0) =28 < p(r') —e < fu (') < far(20)
< [, (") < o(r") 4+ e < p(xg) +2¢

cili plati (2.59).
Dokazali jsme tedyze je-li Q mnazina bodl nespoijitosti funkcep v (a,b), pak

lim f,, (z) = ¢(z) pro z€la,b]\Q.

k—o0

Podle \éty2.21 je mnaZina () spdetra. Mizeme tedy pokit jeste jednou tvrzenl a
dokazat tak existenci vybr&posloupnosti

{fo, €N} C {fn, 1k €N},
ktera ma limitu ¢ (x) € R pro kazdé z € ). Definujeme-li tedy

f(x):{ o(z), kdyz z€[a,b]\Q,
Y(z), kdyz reQ,

lim f,, (z)=f(z) proze€la,b],

a prot@e funkce, kte je na intervaluja, b] bodovou limitou posloupnosti funkoekle-
sajcich nala, b], je take neklesafi, tvrzeri 2 je dokazano. O

Dlkaz véty2.49
Prokade neN az € |a,b] polozme

gn(x) = varg fu @ ha(z) = ga(r) = ful(2).

Mame f,, = g, — h,, a \Bechny funkcey,,, h, jsou neklesagi na [a, b] (viz cviCeri2.15).
Dale

lgnll < varg fo <3¢ @ [[hall < [fall + llgall <25 proneN.
Podle tvrzen2 existuj funkce g, h € BV |[a, b] a posloupnos{n,} C N takowg,ze
lgll < s, ||h|| < 25, varlg < s, var’h < 2,
k;lggo Gn,(x) =g(x) a kh_{& hp, (x) = h(x) prokadéx € [a,b].
Ozn&me f = g — h. Potom je

T fu () = 1 (9o, () — oy (2)) = 9(x) — hix) = f(2)

pro kazde z € [a, b]. Zfejmé je | f(a)| < > a podle &ty 2.47mame vaf f <. Tim je
diikaz dokogen. 0
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2.8 Variace na elemenérnich mnozinach

Doposud jsem se zghali pojmem variace na kompakin intervalu zavedgmim v defini-
ci 2.1 V literatufe 1ze osem potkat i rozmargt definice variace funkce na libovgich
podmnainachR. Pro n&elcely se ulazalo rozumyim omezit se na elemearti podmno-
ziny R, tedy mnainy, kteie jsou sjednocém kon€ného mndstu navzajem disjuktiich
ohranterych intervall. Prvrim krokem k zaveddnoho pojmu je asleduici definice vari-
ace na libovolém ohranterem (tedy nikoliv nut@ uzaverém) intervalu.

2.50 Definice.Necht J je interval vIR. Reknemeze kon&na mn@ina
a={ag,a1,...,0 @} CJ

je zobecgre ckleri intervalu J jestlize oy < a1 < -+ < ayq). MnoZinu VSech
zobecr@nych cBleri intervalu J budeme znéit symbolemD*(.J).

Necht J je libovolny podinterval vR a f je realma funkce definovam na J. Pak
definujeme variaci funkcg na J predpisem

v(ox)
var; f = sup ¢ Y |f(ay) — fleyo)]

aeD*(J) =1
Reknemeze f ma ohrangenou variaci naJ jestlize var,f < co. V takovem gipace
pak @gsemef € BV (J). Prolplnost definujeme ték var f =0 a vargf = 0 pro kezde
ceJ.

2.51 Pozamka. Je Zejmé, Ze definice2.50je identicka s definit2.1je-li J kompaktn
interval, tj. pro f:[a,b] =R a J = [¢,d]C [a,b] mame var.,f = var’f. Z tohoto
diivodu, v Ffipace kompaktiho intervaluse ntizeme dy omezit na klasiékdéleri inter-
valu, kteé zahrnuj i krajni body intervalu(jako je tomu v definic?.1).

Dale, je tale Z'ejme, Ze ka&da funkce s ohragenou variacna ohranterem intervalu
je na tomto intervalu ohraééra.

2.52 Tvrzer. Necht f: [a,b] — R anechtJ; C [a,b] and J, C [a, b] jsou intervaly tako-
vée,ze J, C J;. Potom var,, f <vary, f.

Specalné, je-li J C [a,b] interval a f e BV(J), pak f € BV (I) pro kazdy interval I
obsaery v J.
Dlkaz plyne pimo z definice a poneéva setteraflim jako cvteri. a

Nasleduici tvrzen shrnuje kteg z vlastnostdefinice2.5Q
2.53 \eta. Necht f: [a,b] =R aa<c<d<b.

(i) Jestlze f € BV ([c,d)), pak var(.q f = 51i%l+ vari=’ f = 5}13) var’ f.
- tele,
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(i) Jestlze f € BV((c,d]), pak var.qf = 51_1)1& vard, s f = til(qzﬂ var/ f.

(i) Jestlze f € BV ((c,d)), pak varq) f = 11m varc+5

DU kaz. Ukzeme dikaz tvrzen(i). DUkazy zlyvajicich tvrzen jsou podobg.
Bud danoé € (0,d — ¢) anechta={ap, a1, ..., @, } je libovolné cleri intervalu
[c,d—¢]. Pak je odema také zobecBré céleri polouzavereho intervalulc, d) a tudz

Z | f(ey) = flaj—1)| S vareq f.

Pfechodem k supremu‘@s \Bechna dleri intervalu [c, d — ¢] odtud plyne nerovnost
var f <var g f.
Vzhledem k tomuze § > 0 miize byt libovolne, doshvame

M := sup var' f = hm vari=’f < varq f.
tele,d)
Predpokbdejmeze M < var 4 f. Potom, pros =vary. 4 f — M existuje zobecaré cle-
ni a intervalu[c, d) takow, ze

v()

M = var[ad)f —e< Z |f<OéJ) — f(aj—1>| < Val‘g”(“)f < M,
=1

coz je ovsem spor. Muistedy platit M =vary. 4 f. Tim je dokazano tvrzem(i). O

Pfirozerg se nalxi i otazka, je-li take mazneé utit variaci var f, je-li znama variace
na rekteém z intervall [c, d), (c,d], (c,d). Tato ofizka bude zodpd@zena @tou2.55
K jejimu dikazu budeme &em potebovat rasleduici pomocre tvrzen,

2.54 Lemma. Necht f:[a,b] =R, a<c<d<b a fe€BV((c,d)). Potom existujobé

limity f(c+) a f(d—) ajsou konéné.

D Ukaz. MEjme dano libovolre ¢ > 0 a necht{t,} je libovolna rostout posloupnost
bodi z otevereho intervalu(c,d), ktera konverguje kd. Podle tvrzen (iii) véty 2.53

existujed > 0 takow, Ze plat

0 <vareqf — C+5f <e. (2.55)

Zvolme ny € N tak, aby bylot,, > d — ¢ pro kade n > ng, a nechtn >m > n,. Pak podle
(2.5 mame

|f(tn) — f(tw)] < vary f=varl  f —var, f <variqf— varc+5f<5

Odtud & okantité plyne existence koieé limity f(d—).
Existence konéré limity f(c+) se doléze analogicky. O
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2.55 \eéta. Nechit f:[a,b] =R anda <c<d <b.
(i) Jestlze f € BV ([c,d)), pak existuje kora limita f(d—) a plaf
varlf =varp. . f + |A™f(d)].
(i) Jestlze f e BV ((c,d]), pak existuje kon@a limita f(c+) a plat
varf =var.qf + |Atf(c)].
(iii) Jestlze f e BV((c, d)), pak existujobé kon€nré limity f(c+) a f(d—) a
varlf =var.q f +|ATf(e)| + |A™f(d)].

D ik az. Existence a kodaost \6ech limit plyne z lemmatd.54
Necht f € BV([¢,d)), e>0 a a={ap,a1,...,mi1} €Dle,d]. Zvolme & € [c, d]
tak, aby platilo

tm<&<d a|f(d=)— fO)] <e.

Potom

m+1

> 1F(@) = fag-)

< Z () = flag-0)| + 1 F(€) = flam)| + [ f(d=) = F(O)] + [A7F(d)]

<varff +e+|ATf(d)] < vargeqf +e+ A f(d)].
Vzhledem k tomuze e >0 a o € D[e, d] mohou kyt libovolné, plyne odtudze
varlf <vargq f +|A"f(d)]. (2.56)
Na druhou stranu, pro kdé § >0 mame
F(d) — f(d— )| < vard ;f =varlf —vari-if.
Dale, limitnim pfechodem a paiitim tvrzen (i) véty2.53dostaneme
AT f(d)] < varlf — 51—1%1 vart’ f =varlf —varq f

neboli
varlf > varpq f + |A7f(d)].

Tudiz, vzhledem keZ.56), mame var' f =var.q) f + |A~ f(d)|. Plaf tedy tvrzen (i).
Tvrzeri (i) and (iii) by se dokazovala podokn O

Dalsi tvrzeri je okanzitym disledkem pedchoz véty.
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2.56 Disledek. Jestlzea < ¢ < d < b, pak pro libovolnou funkcj: [a,b] — R jsou réasle-
dujici tvrzen ekvivalentit

() feBV(cd),
(i) feBV((cd),
(i) feBV([c,d)),
(iv) feBV((c,d)).

2.57 Pozramka. Podle \ety2.55pro kadou funkci s konénou variata spojitou nda, b
plafi rovnosti

var.q f =varqf=var.qf=var’f proc, dela,b]takow,zec<d.

Dale, gipomeme,ze, podle lemmatd.24 pro ka&dou funkci f: [a,b] — R a kazdy bod
c € [a,b] takow, Ze existuj kon&nreé limity f(c—) a f(c+), plat vztah

Jim varstdf = |A” (o) + |A*f(o)].

Nyni uz mlizeme rogifit pojem variace na elemeati mnaziny.
2.58 Definice.Reknemeze ohrantera mn&zina E C R je elemenérnt, jestlize je koné-
nym sjednocemn intervatl.

Mnozina intervall {J;: k = 1,...,m} se nagvaminimalni rozkladelemenarri mno-
ziny E jestlize E= |J]", J a pfitom Zadré sjednocen.J, U J, dvou navajem Kfizrych
intervalll (tj. k& # ¢) neri interval.

Jestlze S C R, pak £(S) zna&i mnazinu VSech elemedrrich podmnain S.

VSimréme si,ze pro kadou elemer@rri mnazinu je jej minimalni rozklad ucen jed-
nozn&né. Navc, intervaly obsaere v takowem rozkladu jsou va@emre disjukti. Nasle-
dujici definice variace s elemer@rn mnaziny ma tedy doby smysl.

2.59 Definice.Pro danou funkcif: [a,b] = R a elemerérni podmndinu E intervalu
la,b], je variace funkcef na E definoana edpisem

var(f, E) = Xm: var,, f,
k=1

kde{Jy:k =1,...,m} je minimalni rozklad mnainy E.

Ziejmé, pro k&dou funkci f: [a,b] — R spojitou a kadou dvojici elemerdtrrich
mnazin Ey, E, € £([a,b]) takovou,ze £y N E, = (), plat

var(f, E) <var’f pro Ec&([a,b]) (2.57)
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var(f, By U Ey) = var(f, Ey) +var(f, Es). (2.58)

Jinymi slovy, jestlze f:[a,b] — R je spojita a ma kon€nou variaci naa, b], pak zo-
brazemm E € € &([a,b]) — var(f, E) je definovana konénré aditivii mira na&([a, b]).
Neri-li f spojita, pak osem rovnostZ.58 nemu$ obecré platit.

2.60 Pozramka. Poznamenejmee definice2.50byva aplikoana tak na libovolre pod-

mnaziny E Vv [a,b]. BohuZel, takoe roAifeni neri vhodré pro n&elcely (viz pdstavce
6.8 al6.9 kapitoly 6) prot@e variace pak z&d vlastnost aditivity dokonce i pro spdiit
funkce. To je viet z rasleduiciho pfikladu: Nechta <c<d<b a E=la,c]U[d,b]. Po-

tom, bychom podle taka@ho roZifen definice dostali

varg f > vars f +varyf + | f(d) — f(c)| > vary,qf + varg)f

pro kazdou funkci f : E — R takovou,ze f(d) # f(c). Toto je divod prd toto roZiteri
nepowivame.

Vyklad v teto kapitole se dpal 0 monografie V. Jaiika Diferencialni pocet Il [15, Kapitola V]
a Integralni pocet Il [16, Kapitola V] a dale o odstavec 11.6 v monografii T. H. Hildebrandthe-
ory of Integration[12] a o kapitolu XIII v monografiié. Schwabikdntegrace vR (Kurzweilova
teorie) [49)], viz téZ kapitolu VI.2 v monografii A. N. Kolmogorova a S. V. FomiZaklady teorie
funkd a funkcioralni analyzy. V téchto monograiith 1ze €2 nakzt i rekteie daki podrobnosti.



Kapitola 3

Absolutné spoijite funkce

Specalnim pfipadem funkts kon€nou variat jsou funkce absoluthspoji, ktee Uzce
souvig s Lebesgueovou tedrintegilu a jsou doke zramy z CaratBodoryovy teorie
obyCejnych diferencalnich rovnic. Integaly, ktee se v &éto kapitole vyskytdj jsou in-
tegraly Lebesgueovy.

3.1 Definice a Akladni vlastnosti

3.1 Definice. Funkce f: [a,b] — R je absolut@é spoji& na intervalu[a, b], jestlize ke
kazdemue > 0 existujed > 0 takow, Ze pro kady koneny sysém intervall {[a;, b;]: j =
1,2,,...,m} sphujici

a<ag<bi<as<by<---<bp_1<a,<b,<b a Z(bj—aj)<(5 (31)

plaf
Z fla;)] <e. (3.2)

Mnozinu funkd absolut@ spojifch nala, b] zna&ime ACla, b].

3.2 Cvicen. Dokazte tvrzei:

Kazda lipschitzovsa funkce na intervalla, b] (viz cviceri 2.€ (iv)) je na tomto inter-
valu absolut@ spojii. Spedilng je-li derivace f’ funkce f spojita na [a,b ", pak f je
absolutré spoji na[a, b].

3.3 Veta. Je-li f absolutré spojih na [a,b] a [c,d] C |a,b], pak je f absolutr@é spojifa i
nalc,d|.

Je-lia<c<ba f je absolut@ spojia nafa,cli[c,b], pak je f absolutr@é spojiti na
la, b].

DUkaz. Prvintvrzeri je evidentn.

Predpokhdejme,ze f € ACla,c] a f € AC|c,b] a bud dano e > 0. MUzeme zvolit
0 > 0 tak, aby platilo

> 11(8) = flay)l <

4. f’ je spojia na (a,b), existuj konetné limity f/(a+):LE>In+ F'@, f'— )*fhr;n,f (t) a
fla)=f"(a+) af'(b)=f"(b-)

57
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pro kady sysém intervall {[a;,5,]:j = 1,2,,...,m} takow, ze
a§a1<61§a2<ﬁ2...<ﬂm,1§o¢m<ﬂm§c a Z(ﬂj —Oéj><5 (33)
j=1
a sowtasre
P g
DNF0) = fl)l < 5
j=1

pro kady sysém intervall {[y;,d;]:7 =1,2,,...,p} takow, ze

p
<Y <01 <Y< .. <0p1 <7< <b a Z(5j — ) <9 (3.4)
j=1
Nyni, méjme sysém intervall {[a;,b;]:7 =1,2,,...,n} takow, Ze
a<ay<by<ay<by...<b,1<a,<b,<b a » (bj—a,) <. (3.5)
j=1

Snmime edpokbdat,ze ¢ nelgi v zadrem z interval (a;,b;), j=1,2,...,n. (Kdyby
totiz bylo c € (ax, by) pro réjaké k<€ {1,2,...,n}, rozclili bychom interval [a, bx] na
sjednocen [ay, c] U [c,br] @ now sysém by ot sphoval (3.5).) Mlzeme tedy rozélit
dary sysem {[a;,b;]: 7 = 1,2,,...,n} nasysémy

{[aﬁﬁj]:j:l’QM'“am} a {[’Yj76j]:j:17277"-ap}

splhujici (3.3) a (3.4). Solet Z |f(bj) — f(a;)| se tedy rozpa@l na dva sotty, z nictz

J=1

kazdy je mer§i nez g Tudiz 31 £(b;) — flay)] < =. 0
j=1

3.4 Hiklad. Podle cvEeri 3.2 je kazda funkce, kted mé spojitou derivaci nda, b], ab-
solutré spojit nafa, b]. Jednoduchm prikladem absolut& spojié funkce nda, b], kterd
nema spojitou derivaci nda, b), je nag. funkce
a+b
r—a proz € [a, 5 ],
flz) =
a+b
b—=x prOxe[T,b],

ktera je Zejmé absolutg spojii na intervalecha, 3] a [“£2,b], a tedy podle &ty/3.3
také naja, b].
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3.5 Pozramka. Jestlze f:[a,b] =R, KCN a jestlze pro kadeé ¢ >0 existujed >0
takow, Zze

S IFB) = floy) <e (3.6)

jeK

plati pro kazdy (nikoliv nutné kon€ny) sysém intervall {[«;, 3;] C [a,b]: j € K}, spliu-
jici
(0, B5) O (o, Bk) =0 pro j#k a > (8 —a;) <4, (3.7)
jeK
pak je funkcef : [a,b] — R samoZejmeé absoluté spojit. nala, b].
V nasledujcim lemmatu ukzeme ze plat i obracerd implikace. Poznamenejmesje,
Ze podle lemmatid.22je kazdy sysem intervall sphujici (3.7) nejwse spaetry.

3.6 Lemma. Je-li f € AC|a,b], pak pro k& ¢ > 0 existujed >0 takowe, Ze nerovnost
(3.6) plati pro libovolny (pfipadré nekonény) sysém podinterval intervalu [a, b|

{lay, B Cla, b]:j €K}

spihujici (3.7).

D U kaz. Pedpokhdejmeze f € ACla,b]. Zfejmé st&i dokazat tvrzehlemmatu pro
pfipad,Zze K=N. Nechtje danoe >0 a nechtd >0 je urteno defini€/3.1 pro /2 na
misté e. Necht {[a;, ;] : 7 € N} je sysém podinterval v [a, b] spiiujici (3.7). Potom pro
kazde m € N mame

>o(Bi—ay) <o atedy D [f(5) - flay)l < 5
j=1

j=1

Odtud
ZM Oéa|—11m2|fﬁj flapl <5 <=

Tim je dikaz dokoigen. O

3.7 Veéta. Kazda funkce absoluthispojii na intervalufa, b| ma na tomto intervalu korie
nou variaci.

Dl kaz. Nechtf € AC[a,b]. Zvolme 6 > 0 tak, aby platilo

D 1fby) = flay)] <1
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pro kazdy konetny sysém intervall {[a;,b;]:j=1,2,,...,m} sphujici (3.1). Dale zvol-
me celen {zg, z1,...,x;} intervalu[a,b] tak aby platilo

O<wz—x_1 <06 prokadei=1,2,...,k.

Potomprokdde i=1,2,..., k akade ®gler o' ={of,al,..., o, } intervaluz;_;,z;]
mame
my
a —a ) =x—xiq <0,
J=1

a tudz (podle \ety2.117)

var’ f = Zvarl, L f= Z sup V(f,0") <k < oo.

110'69[1‘1 1:1)1} O
3.8 Veéta. Jestlze f, g € ACla, b], pak tale
fl, f+g, fg, max{f, g}, min{f,g}€ACla,b].

Je-linavic |f(z)| >0 nala,b], pak tale % € ACla, b].
Dikaz. Nechtf, g€ AC[a,b].
a) Pro libovola x,y € [a,b] plat | f(z)| <|f(z) — f(y)|+|f(y)| atudZ take

[f(2) = FW) = [1f (@) = [f )]

D78 = 1£ @)l < D 17(85) = fla)

Odtud okanzité plyne,ze | f| € ACla, b].
b) Druke a fefi tvrzen, tj. f + g€ ACla,b] a f g€ ACla, b], plynou z nerovno$t

|(f () +9(2)) = (F(y) + 9D < [f(x) = FB)] + [9(x) = 9(v)]

[f(x) g(x) = fy) 9| < [If 1 lg(x) = g()| + llgll [ f (=) = fw)l,
kterO plat pro libovolra z, y € [a, b].
c) Protde pro libovolré x € [a,b] mame

(f(@) +g(x) +1f(z) — g(2)])

N | —

max{f(z), g(x)} =
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1

min{ f(z),g(x)} = §(f($) +g(z) = f(x) = g(x)]),

jsou v disledku a) a b) takfunkcemax{f, g} a min{f, g} absolut@ spoji€ nala,b].

d) Je-li navc |f(z)| >0 pro =€ [a,b], pak existujen >0 takowe, ze |f(z)| > p plaf
pro z € [a, b], a tudz také

pro kazda x,y € [a, b].

, .. . 1
Nyni uz je snade ukazat,ze 7 € ACla, b]. O

3.9 Lemma. Necht f € ACla,b] a v(z)=var® f pro x € [a,b]. Potom v € ACla, b].
D Uk az. Fedpokhdejmeze je canoe > 0, a nechité > 0 je takow, ze

>_11))

plat pro kazdy sysem intervall {[a;,b;]:7 = 1,2,,...,m} spiujici (3.J).

Necht [, 3], j=1,2,...,n, je libovolny sysem intervall sphujici (3.3), v nénmz
m=n. Prok&dé j=1,2,...,n zvolme libovolré cleri 7 = {7, 01, ..., 0}, } intervalu
[, B;]. Potom

ZZ (o —oly) = Z 18 — o] <6,
atudz
Y Vifol) = ZZ |f(o?) = flol_))| < g

Odtud & plyne,ze

n

67 _ 1 E
Z( (8;) — v(ay)) Zvaf f= Z( j:@ljl[pmV(f, 0])) <5 <e
j=1 j=1 © a;,B;
Tim je dikaz lemmatu dokaten. O

3.10 Disledek. Funkcef : [a,b] —R je absoluti spojifi na intervalua, b] pravé tehdy,
kdyz existujfunkcef; a f, neklesdici a absolut@ spojie nala, b] atakoe,ze f = f1— f5
na intervalu|a, b].
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Dlkaz. a) Nechtf = f; — f, nala,b], kde fi, f» jsou absoluté spoji€ a neklesagi
nala,b]. Pak podle @ty3.8je talke f absolut®@ spojit naja,b].

b) Necht f € AC[a,b]. Podle \et3.7a2.14existuj funkce f;, f, neklesdici nafa,b]
takowe, ze f = f, — f». Podle dikazu \éty2.1Zmlzeme poldit

fi(z)=var; f a fo(x)= fi(x) — f(x) proz € a,b].

Vzhledem k e&[3.8 uz zbyva jenom dokzat,ze f, je absolut@ spojit naja, b]. To vsak
plyne z lemmati8.S. O

3.2 Absolutné spoijité funkce a Lebesguav integral

Pripomeaime,ze podle ety 2.33kazda funkce s konénou variacna intervalua, b| méa pro
S.V. z € [a,b] kone&nou derivacif’(z). Podle \ety3.7 ma tedy stejnou vlastnost i kea
funkce, ktea je absolutd spojitt naa,b]|. Ve zbyvajici casti €to kapitoly gipomeneme
néktee dabi zakladn vlastnosti derivaicfunkci absolut@ spojif/ch a souvislost mezi ab-
solutri spojitost a neutitym Lebesgueoym integélem. V @ipadech, kdy seltkazy nebo
jejich Casti ofraji o teorii miry v rozsahu pesahticim ramec tohoto textu, ikazy, resp.
jejich prislusré casti neuadme a pouze odkazujeme na dostupnou literaturu. lategr
se v tomto odstavci rozunntegial Lebesguév.

Podle rasleduici véty jsou derivace funkes kon€nou variac(a tedy tm sg@se i funké
absolut@ spojif/ch) lebesgueovsky integrovatélnlej diikaz podstaté vyuzivatrady poz-
natkl teorie nmiry a Lebesgueovy integrace, kéese nevejdou do tohoto textu. Fiplny
diikaz tedy odkazujeme ndipluSnou literaturu (viz naip [16, véta 91], [L7, véta VI1.4.1],
resp. B5, Theorem 22.7]).

3.11 \eta. Ma-li funkce f : [a,b] — R kon&nou variaci naja, b], pak je jej derivace f’
lebesgueovsky integrovatélna [a, b].

Je-li navic f neklessici na [a, b], pak plai nerovnost
b
0< [ F@)de < 1) - fla) (3.8)

Nyni ukdzeme ze neutity integral integrovatel@ funkce je absolutispojit.

3.12 \kta. JestlzegeL'[a,b] a f(z) :/ g(t)dt pro z € [a, b], pak je funkcef abso-

lutné spojits na intervalu[a, b].
DlOkaz. NechtgeL![a,b]. Bud danoe > 0. Potom existujej > 0 takowe, ze

m b
Z/ ‘g(m)‘dx<€
=174
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plafi pro kazdy sysém intervall
{[aj,bj] C [&,b] Ij:1,2,...,m}

splhujici (3.1) (viz nag. [17, véta V.5.5] nebol16, véta 51] — tato vlastnost se obvykle
nazyva absoluthspojitost Lebesgueova integu).

Mame tedy
m m b; m b;
NGRS S AFOLTED oY FOICTES
=1 j=1 7% j=17%
To znamea, ze f € ACla, b]. O

3.13 Cviteri. Dokazte,ze funkcef(z) = /|z| je absoluté spoji na intervalu[—1, 1],
pricen f nen lipschitzovska na [—1,1]. (Navod: f je na[—1,1] neuCitym Lebes-
gueowm integ@lem lebesgueovsky integrovatelfunkce a sotaseé f'(0—)=—oco a
J(04)=00.)

Dalsi tvrzeri se §ka derivovari neugitych integalll integrovatel§ich funkd.
3.14 \kta. Jestlzeg e L' [a,b] a

f(x):/xg(t)dt pro z € [a, b],

potom f'(x) = g(z) pros.v.z € [a, b].
D U k az se opa ofadu Wsledk: teorie niry, které nejsou do tohoto textu eny.
Odkazujeme tedgteréie na dikazy nap. v [17, véta VI.3.1] nebo35, Theorem 23.4]0

Necht je dana funkceg € L'[a,b]. Podle \t3.12a3.14 e jeji neukity Lebesguév
integr@dl f absolut@ spojiy na [a,b] a plai f'=g s.v. nafa,b]. Chceme ukzat,ze f
je absolut@ spojii na|a,b] tehdy a jen tehdy, kdy f je neutitym integéalem réjaké
lebesgueovsky integrovat@rfunkce. Pro tlkaz takoeho tvrzei je klicove nasleduici
tvrzeri znameé jako Rieszovo lemma.

3.15 Lemma(RIESZ). Necht f € C[a,b] a
E={z€(a,b): &< (z,b] takoe,zef(&) > f(x)}.

Potom je mndina £ otewena a je sjednoceim nejySe spbetreho systmu po dvou dis-
junktrich otevenych intervall (ay, by,), pficent pro k&dy z nich plat f(ax) < f(by).

D 0k az jezalden mj. na zamém faktu,Ze ka&da nepazdra otevera mna&ina je
sjednocefm nejwse spéetreho systmu po dvou disjunkiich otevenych intervall (viz
nag. [15, véta 69]). Podrobpdiikaz Rieszova lemmatu Ize @at najp. v monografii [L7]
v odstavci VI.1.2 enovaiem dikazu Lebesgueovyéty o derivaci funkce s koaou
variad (nase \eta2.33). O
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3.16 Poziamka. Zobecréri Rieszova lemmatu nafjpad, kdy funkcef mize byt jen
regulovaid, bylo dokazano v 49, lemma XII1.3.5].

3.17 Lemma.Jestlze f € AC[a, b] je neklesdgina[a,b] a f'(z) = 0 pros.v.z € [a, b],
pak f je konstantihna [a, b].

D U kaz. Vzhledem ke $vmonobnnosti funkcef zobrazuje intervala,b] na interval
[f(a), f(b)]. DokéZzeme ze f(a)= f(b).

Nechtje danoe > 0 a nechtd > 0 prisludi k tomutoe podle lemmatiB.é.

Ozn&me Z mnazinu V8echz € [a,b], pro ktee plai f’(z)=0. Podle gedpokla-
du mé jeji doplrék [a,b]\ Z nulovou niru (u([a,b]\ Z)=0). To znamea, Ze existuje
koneny nebo spéetry sysém {(c;, ;) : j € K} spliujici (3.7) a

@, 0]\ Z C | (0, 8)).
jeK
Obraz f([a,b]\ Z) mnaziny [a,b]\ Z je tedy obsaen ve sjednocémtevenych intervall

{(f(o)), f(B;)):j€K}. Protaze podle lemmat.6 plafi (3.6), plyne odtudze mnaina
f([a, b]\Z) ma nulovou niru, tj.

u(f([a, 0]\ Z)) = 0. (3.9)
Nyni, nechtz € Z. Potom jef’(z) =0. Pro da® ¢ tedy existujeA > 0 takow, ze
M < e prokade t takow,ze 0 < |t — x| <A.
— X

Odtud plyneze
ex— f(z) <et— f(t) plat prokade te (z,x+ A).

Podle Rieszova lemmafiul5 které powijeme na funkcie x — f(x) naniste f(z), je
tedy mnaina Z obsaena ve sjednocékoneneého nebo spietreho sysému disjunktiich
intervall {(ax, by)Cla,b]: k € K}, pficent plaf

gay — f(ak) <eb, — f(bk) pro kazde ke K
neboli

f(bx) — flax) < e(bx —ax) prokadek ek,

atudz
Z[f(bk)—f(akﬂ SEZ[bk—ak] <e(b—a).

Odtud & vidime,ze mnaina f(Z) ma také nulovou niru, tj.

u(f(2)) = 0. (3.10)

Podle 8.9) a (3.10 ma interval [f(a), f(b)] = f(Z)U (f([a,b]\ Z)) nulovou celku, tj.
(vzhledem k mondinnosti funkcef) mame f(a) = f(z) = f(b) pro ka&dé z € (a,b). O
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3.18 \eta. Funkcef :[a,b] — R je absolut@ spojit na [a, b] pravé tehdy, kdy
flz)— f(a) = / g(t) dt pro z € [a, b] (3.11)

pro néjakou funkcig € ' [a, b]. Potom jef’ = g s.v. na|a, b].
Dlkaz. a) NechyelL'[a,b] a

f(:v):f(a)—i—/mg(t)dt pro z € [a, b].

Potom podle gty3.12je f absolut@ spojiti nafa,b] a podle ety3.14je f'=g s.v. na
[a, b].

b) Predpokhdejme zprvuze funkcef € AC|a, b] je neklesdgi na [a,b]. Podle \et3.7a
3.11je f'€L'a,b]. Polazme

x)—/zf/(t)dt a g(z) = f(x)— h(x) pro x€la,bl.

Uk&zeme ze talé funkceg je neklesdri na[a, b]. Vskutku, podle #ty3.11pro libovolré
body x,y € [a, b] takow, ze z <y, mame

9(y) —glx) = (f(y) — hy)) — (f(x) — h(z))

= (fly) = f(x) - /yf’(t)dt > 0.

Dale podle ety 3.17 Jefunkceh absolut® spoji naja, b] a podle éty3.14je h' = f’
S.v. nala, b]. ToznameA,ze g’ = (f —h)' =0 s.v. naja, b]. Podle lemmati3.17je proto
funkce g konstantina [a,b]. Mame tedy

g(x) = f(x) = h(x) = f(a) — h(a) = f(a) pro z€]a,b]

neboli
ﬂﬂ=f@ﬂwuﬂ=ﬂ®+/mf@dtpmxéhﬁh

atudz (3.1J) plati pro kazdou funkci f € AC|a, b], ktera je neklesagi na [a, b].

V obecrem gipac f € AC[a, b] existuj podle disledku3.10funkce f, f, absolut@
Spojitt naja, b], neklesdci na [a,b] a takowe,ze f = f; — f; nala,b]. Mame tedy

F() = fil@) — fola /f 1 dt)~(fula /f 1 dt)

+/ f'(t)dt pro x€la,bl.

Dilkaz je dokoten. O
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3.19 Cvicen. (i) Dokazte rasleduici tvrzen:

Jestlze f € ACla, ], pak je f'=0 s.v. nafa,b] tehdy a jen tehdy, kdyf je kon-
stantri na [a, b]. (Srovnejte s poziamkou2.34.)

(i) Je zrdmo,zZe je-li f absolut®@ spojiti naja,b] a v(x)=var® f, pak plat o' = |f/|
s.v. naja, b] (viz [16, Véta 118]). Na aklace tohoto faktu dokze,ze

b
var’ f = / ()] da

plafi pro kazdou funkci f absolut®@ spojitou nda, b].

3.3 Lebesguelv rozklad funkci s konenou variadi

Vime jiz (viz vétu2.42 a pozramku2.43), Ze k&dou funkci s konénou variatna [a, b]
mUZeme rozldit na so@et funkce spoji a funkce skoka® resp. na roztidvou funkd
neklesaicich nala, b] (viz vétul2.14). Dalsi moznost rozkladu funkics kon€nou variac
nakizi nasleduici véta.

3.20 \eta(LEBESGUHJV ROZKLAD FUNKCE S KONECNOU VARIACT). Pro kazdou fun-
kci f € BV][a,b] existuj absolut@é spojits funkce A, singularni spojita funkce f ¢ a
skokow funkcef B takowe, ze

f=f+ £+ f® nala,bl.

Jestlee f = f1 + fo + f3, kde funkcef; je absolut@ spojif na [a,b], funkce f, je
singularni a spojia na [a,b]| a funkce f; je skoko@ funkce nala,b], pak jsou funkce
fA — fi, f5¢— fy a fB — f; konstanthna [a, b].

D lUkaz. a) Podle&ty?2.42existuje skokod funkce f B takova, ze funkcefC= f — fB
je spojia nafa, b], avzhledem k @&3.11je f'€L'[a,b]. Polazme

) = /If’(t)dt a %) = fS(x) — f*(x) pro € [a,b].

Podle ety 2.40je (fB)’=0 s.v. naja,b] a podle ¥ty 3.14mame (f#¢)’ = f’ s.v. na
[a,b]. To znamea, Ze

(fSO) = f" = (f*) = (fB)'=0s.v. naa, b].
b) Necht
f = f1+f2+f37

kde f, € ACla,b], fo je singubrr a spojifinaja,b] a f3 € Bla,b]. Podle \ety2.42jsou
rozdly

(fAC+fSC> - (f1+f2) aff-f
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konstantina [a, b]. Protaze

RO+ fB=fi+ ot fo

zname® to, Ze existujec € R tak, ze

(FR4+f50) — (fit+fo) =fs— fB=c
Tudiz

(f~f)=c—(f5°~f) a (f*°-f) =0 sv.nala,bl.

Protcze ol® funkce fA° i f, jsou absoluté spojie na intervalua, b], plyne odtud podle
vety3.18(viz téz cviteri 3.19), ze take rozdl A€ — f, je konstanthna [a,b]. Tim jsme
dokortili diikaz. O

3.21 Definice.Jestlze f € BV|a,b], pak funkce fA€, resp. fSC, resp. fB z véty3.20
naz/vameabsolutré spojifa Cast resp.spojita singuhirni ¢ast, resp.skokowa castfunkce f.

3.22 Cvicen. Dokazte rasleduici tvrzeri:
Pro kazdou funkcif € BV|[a,b] a kazé x € [a, b] plati

F2(2) — £"%(a) = / Cpie) .

Kapitolu uzaveme j&te jedrim dophkem ke ete/3.20

3.23 \eta. Je-li f € BV|[a,b] neklesdici na [a, b], pak jsou nekles&i na [a, b] i funkce

fAC £SC a fB z vetyl3.20.

DUkaz. NechtfeBVia,b] je neklesdgi na [a,b] a funkce fA¢, fSC fB jsou

prifazeny funkcif podle \ety[3.20. Dale necht{s;} je mnaina bodi nespojitosti funkce
f awx, y je libovolna dvojice bodi z [a, b] takowa, ze z <.

Protcze f je neklesdgi na[a,b], mame
ATf(t)>0 a A f(s)>0pro tela,b), s€(a,b],

a proto
Py —fP@) = D A f(s)+ D ATf(s)>0.
z<sp <y z<sKp <y

Skokowacast f B funkce f je tedy neklesagi naa, b].
Ozname dhle symboleny spojitoucast funkcef, tj. g = f — f&. Podle disledki2.30
mame

fB(y) — fB(x) <varlf = f(y) — f(x),
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Spojita cast funkcef je tedy nekleséagi na[a, b].

Pros.v.t€la,b] je

) — 1 L8 =IO

s—t s—t

eR.

Protdze je f neklesdiici naa, b], plafi f'(t) >0 pros.v.t € [a,b]. Podle dikazu \éty3.20
tedy dostaneme

Y
FPC(y) - P2 (a) = / F/(t)dt >0, jakmile z, y€ [a,b] a z<y.
To znamea, ze fA° je neklesdii na [a, b].
Podle ety2.40je (fB)’=0 s.v. na|a, b], a tudz

g =f —(f®'=f" sv.nda,b]

Odtud pouitim (3.8) a dikazu \&ty3.20odvodme, Ze plat

g(y)—g(az)z/yg'@)dt:/yf'(t)dt:fAC<y>—fAC<x>
neboli

F3%) = 5%@) = (9(y) = F*(y)) — (9(x) = F*°(2))
= (g(y) — g(x)) = (f*(y) = f*(x)) > 0.

Spojita singuérri ¢ast fS€ funkce f je tedy tak neklesdgi na [a,b]. Tim je dikaz
dokorten. O

Dalsi podrobnosti o funkich absoluti spojit/ch Ize naézt v monografch V. Jarika Diferencélni
pocetll [[15, V.9], Integralni pocetll [[16, V.5], A. N. Kolmogorova a S. V. FominZaklady teorie
funkd a funkcioralni analyzy[17, Sec. 33.2] aS. Schwabikantegrace VR (Kurzweilova teorig
[49, XIII.4] a ve skriptech'85] J. LukeSe a J. M&hoMeasure and Integral



Kapitola 4

Regulovare funkce

4.1 Definice a Aakladni vlastnosti

4.1 Definice.Funkce f:]a,b] — R se nagva regulovara na [a,b], jestlize pro kade
te€(a,b] akadé s e [a,b) existuj konené limity

flt=) = lim f(7) a f(s+) = lim f(7),

T—t— T—5+
tj. ma-li funkce f naintervalu[a, b] nespojitosti nejysel. druhu Mnozinu funkd regulo-
vanych nafa,b] zn&ime Gla, b].
4.2 Pozramka. Zfejme plat
BVia,b]UCla,b] C Gla,b], Gla,b]\Cla,b]#0 a Gla,b]\BV][a,b] #0.
4.3 Veéta. Jestlze posloupnosf f,,} regulovarych funk& konverguje stejnoérné na in-
tervalu [a, b] k funkci f, potom f € G[a, b].
D Ukaz. Nechtz€la,b) anecht{z;}C (z,b] je libovolna posloupnost takéy ze

xp >x provsechnak e N a x, — x pro k — oo. Déale, fedpokhdejme ze je dano libo-
volné e > 0. Zvolmeny € N a ky € N tak, aby platilo sotasre

€ € .
Hf - fnoH < g a ’fno(xk) - fno(x2)| < g pro VseChndﬁngO-

Potom bude

|f($k) - f(17€)|
< |f(@k) = fao(@i)| + [fro(@r) = fao (@) + [f (@) = fao(zo)] <€

pro V8echnak, ¢ > ko, tj. existuje konéna limita f(er):klim f(xy). Podob® bychom
ukazali,ze pro k&dé = € (a, b] existuje konéna limita f(z—). O

Pripomaime si nyim nékolik pojmii z matematick anayzy.
4.4 Definice.Necht KC N. Sysem J ={J;: k€ K} podmnain J, intervalu [a,b] se
nazvapokryf intervalu [a, b], jestlize [a,b] = | J Ji. Reknemeze sysem 7 je oteviene
keK

pokryt intervalu [a, b], jestlize jsou ¥echny jeho prvky otéeré mnainy v [a,b]. (Inter-
valy typu [a,c) a (d,b], kde c€ (a,b] adea,b), jsou oteveré v(a,b].) Jestlze réjaka
cast M pokryt 7 intervalu [a,b] je sama ta& pokryfm intervalu[a, b], fikame,ze M
je podpokrytm pokryti 7.

69
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Fundamerdlni vyznam v matematice arasleduici tvrzeri. Jeho dikaz Ize nazt
nag. v [15, véta 70]. Fipome&ime oem,ze interval(a, b] pfedpokbidame shle ohrante-
ny.

4.5 Veta (HEINE-BOREL). Z kazdeho oteveneho pokrytintervalu [a, b] mlizeme vybrat
jeho konéné podpokryit

4.6 Definice.Profunkcif : [a,b] — R, interval J C [a,b] acBleri o € 2]a, b] definujeme

w.](f) = Ssup ’f(ﬂ?/) - f(ﬂ?//)’ a wa(f) = max w(Uj—l,Uj)(f)'

' x’ed j=12,...m

Cislo wy(f) byva navanomodul oscilace funkcg na intervalu J.
SteZzejrim tvrzenm této kapitoly je @sleduici véta.
4.7 Véeta(HONIG). Nasleduijci tfi tvrzeni jsou ekvivalentn
() feGla,b].

(i) Existuje posloupnosff,} C S[a,b] (jednoduckch skokoych funkg), ktera kon-
verguje stejnom@rmé k f na[a,b].

(iii) Pro kazcé € > 0 existuje @&leri o € 2[a,b] takoe,zew,(f) <e.

Dlukaz. a) Implikace (ii)=> (i) je dokazana \&tou4.3.
b) Predpokhdejmeze plat (i), a nechtje dano libovolré € > 0. Potom pro kadé x € [a, b]
existujed(x) > 0 takow, Ze plat

x — d(x) >aprovsechnar € (a,b], x+d(x)<bprovsechna € [a,b)

a
W(a,a+a(a)(f) <€, wWo—smyp)(f) <e, (4.1)
Wia—s(2)w)([) <& Waatow)(f) <e provsechna: e (a,b).

Intervaly

l[a,a+6(a)), (x—d(x),x+0(x)), x € (a,b), (b—5(b),b]

tvofi oteweré pokryi intervalu [a,b], ze kteeho Ize podle Heinovy-Borelovyéty 4.5
vybrat pokryt konetng, tj. kon€ny sysém intervall

[0, To 4+ 0(x0)), (z; — 0(x;), xi +6(x;)), i=1,2,...,m—1, (xp, — (), Tm ],

takow, ze a=xo<x1< --- <x,,=0b A

m—1

[0, Zo+06(x0)) U U (xi—0(x;), x40 (2:)) U (2 —0(20n), T | = [a, b].

=1
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Zvolmeo;, i=1,2,...,m, tak, aby platilo
o€ (x; — (), xi1 +0(zi—1)) N (zi—1,2;) Proi=1,2,...,m.
aozndme o = {zo,01,21,...,Ty_1,0m, T, }. Podle ¢.1) mame
Wai—d@)a)(f) <E & Wa,ars@) (f) <e
proi=1,2,...,m a 7=0,1,...m—1. Tudiz

W(xo,al)(f) w(ﬂco,ﬂf0+5(a))(f> < 67 w(o"m,b) (f) S w(x'm_(s(w'm)yx'm)(f) < 67
Wore) (f) < Wai—s@i) e (f) <& Waioi) (f) < Wy airs@) (f) <€

IN

proi=1,2,...,m, tj. ws(f) < e.
c) Predpokhdejme ze plat (iii). Necht je danon € N a necht

o"={o},07,...,00 } €Z[a,b]
je deleri [a,b] takowe,Zewqn(f)<+. Proka&deie {1,2,...,m,} zvolme&re (o7, 07)
a definujme

£ (2) = { f(x) pro z € o,

f(&)  proze(ol,,af).

Ztejmeé f, € S[a, b] pro kazde n € N. Dale, pro kddé z € [a,b] mame|f(z) — f,(z)| < %,
atudztake || f — f.ll < % To znamea, Ze f, = f na[a,b] pro n—oo. Plaf tedy (ii). O

4.8 Disledek. Kazda funkce regulovana [a, b] je na [a,b] ohranicera.
Dukaz. Podle tvrzein(iii) z Honigovy ety /4.7 existuje @&leri o = {0, 01,...,0,}
intervalu [a, b] takow, ze

. + . )
]f(x)]g\f(%)hrl pro z € (oj_1,0;) a je{1,2,...,m}.
Odtud plyneze | f(z)| < M pro 8echnaz € [a, b], kde
Oi_1+0; )
M = max {|f(@)],| F(F=) 41, | flog) 1= 1,2, m < o, -

4.9 Disledek. Jestlze f € Gla,b], pak pro k&ce ¢ > 0 existuje nejyse konéné mnoho
x € [a, b] takovych,Zze plat
r€la,b) a |ATf(z)] >e nebo wze(a,b a A f(x)] >c¢.

Dlkaz. Podle tvrzeiii) z Honigovy ety 4.7 miizeme ke kademu s > 0 najit déleri
U:{UQ,Ul,...,Om}

intervalu [a, b] takow, ze
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\f(z)— fly)|<e proz,ye(oj_1,0;) a je{l,2,...,m}.
Specalne, [ATf(z)| =|f(z+)—f(z)| <e a |A™f(x)| =|f(z) = f(z—)| < prosechna
r € [a,b]\ o. Plaf tedy tvrzemtohoto disledku. O
Nasleduiici tvrzeri plyne okanzité z lemmati?.22. Ponérré jednod8e ho ale raizeme
dokazat i pomotdisledku4. .
4.10 \eta. Kazda funkce regulovaina [a,b] ma na[a, b] nejyse spdetré mnoho bod
nespojitosti.
Do kaz. Nechtf je regulovad nala,b]. Prok € N polozme
Dif ={tela,b):|AYf(t)] > +}.
Potom
= |J Df = {tela,b):|ATf(1)] > 0}
keN
je mnazina \Bech bod z intervalu[a, b), ve ktefch ma f nespojitosti zprava. Podobn

“=J Dy ={te(@b:]a7f (1) > 0},

keN

kde

Dy ={te(a,b]:|A"f(t)| > 3},

je mnazina \8ech bod z intervalu (a, ], ve ktefych ma f nespoijitosti zleva. i&jme,
D= D*"UD~ je mnaina \sech bod nespojitosti funkcef v intervalu[a, b].

Podle disledkul4.S ma kada mnaina D), D, , k€N, nejwse konénry potet
prvkl. Tudz D mus byt nejwse spaéetra. O

4.11 Disledek. Necht f € G[a,b] a

~ {f(x+), kdyz z € [a,b),

2
f).  kdyzo=b “2)

~ f(a), kdyz x=a,
_ 4.3
i) {f(x—), kdyz x € (a,b]. 43)
Potom ol@ funkcef [ fjsou regulovae nalfa,b] a
fla=) = flz—), kdyz z € (a,b], fla+) = f(z+), kdyz z € [a, b), (4.9)

~

fla=) = f(z—), kdyz z € (a,b], fla+) = f(z+), kdyz z € [a, b). (4.5)
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Dlkaz. a) Buddano s> 0. Vzhledem k ekvivalenci tvrzén(i) a (iii) z Honigovy
véty4.7, existuje @leri o ={0y,01,...,0,} intervalu[a, b] takow, Ze nerovnost

NORNICIEE

plati, jakmile jet, s € (o;_1,0;) pro rejake j € {1,2,...,m}. Specalre,
£
F(t40) = fls+0)| < 5
plati pro kazdé j € {1,2,...,m}, kazdou dvojicit, s € [o;_1,0;) akade >0 takow,
zet+0,s+d€(0j_1,0;). Prolibovolra j €{1,2,...,m} at,s€o;j_1,0;) tedy plat

take

() = f(s4)] = lim [f(t+8) = f(s+6)| < 5 <e.

Tudiz
~t — s) <e
Lf(t) = f(s)] (4.6)
pro kazdej € {1,2,...,,m} akadou dvojicit, s € [0,_1,0;).
Podobi@ bychom ulazali,Ze plat
F(t)— f(s) < e
() = f(s)] } @.7)
prokazdej € {1,2,...,,m} a kadou dvojicit, s € (0;_1, 0;].

Odtud, vzhledem k ekvivalenci tvrze) a (iii) z Honigovy \ety'4.7, plyne,ze oke funkce
f 1 f jsouregulovagé nala,b].

b) Nechtjsou canyz € [a,b) a € >0 anechto ={0y,01,...,0,,} je déler interva-
lu [a,b] takoe, ze

IF(t) = f(s)] < g plati pro kazdou dvojicit, s € (0;_1,0,) akade je{1,2,....m}.

Existuje paveé jedenindex € {1,2,...,,m} takow, ze z € [0,_1,0;). V dlsledku tvrze-
ni (4.6) mame

[f() = fla+) = [f(t) - f(z)]| <e proka&deie (z,0;).

Plaf tedy

lim [f(t) — f(z+)| < e prokade € >0

t—x+

neboli f(z+) = f(z+). Druhé z tvrzemm obsaerych v (4.4) je dokazno.
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c) Analogicky, nechtz € (a,b], e>0 a o={0¢,01,...,0,} je déler intervalu
[a,b] takowe, ze

1f(t)— f(s)] < g pro ka&zdou dvojici ¢, s € (0j_1,0;) akadeje{1,2,...,m}.

Existuje pawe jednoj € {1,2,...,,m} takow,zex € (0,_1,0,]. Nechtt e (o;_1,2) a
0<0< min{e—t,x—0;_1}.

Potomz — 6, t+0 € (0;_1,x) apodle definice@eri o plaf
(o =8)= flt+0)| < .

Tudiz
fla=) = F®)] = Jim |f(z—0)— f(t+6)| < 5 <e.

§—0+

Vzhledem k tomuze ¢ > 0 bylo libovolné, znameato,ze plat f(x—)= f(x—). Dokazali
jsme tedy i prvintvrzen z (4.4).

d) Analogicky bychom do&zali i vztahy ¢.5). O

4.12 Cviceni. Necht h(x)=1, je-li z = 1/k pro réjake k€N a h(z)=0 pro ostati
z €[0,1]. Rozhodmte, zda je funkcé regulovaid na|o0, 1].

4.2 Prostor regulovanych funkci a nékterée jeho podpros-
tory

4.13 \&ta. Gla,b] je Banacliiv prostor vzhledem k nogm

Iflle =Wl = sup |f(z)].

z € la,b]

D & k a z. Fedpokhdejme,ze posloupnost f,} C Gla,b] je cauchyovsé v prostoru
Gla, b]. Jako vEastech a) a b)ltkazu \éty 11.22.20mlizeme dokzat,ze posloupnosf f,,}
stejnon&rré konverguije k gjaké funkci f : [a,b] — R. Podle \ety4.3je f € Gla,b] atim
je véta dolazana. O

4.14 Pozramka. (i) Podle definice IR.36je f € Sla,b] tehdy a jen tehdy, kdyex-
istuje cBleri o intervalu [a,b] takow, Ze f je konstantnna k&dem podintervalu
(0j-1,0;). Kazda funkce zS|a, b] je kon&na linearr kombinace funkictvaru x . s)
a x(7, kde (a, 8) mize byt libovolny podinterval v[a,b] a v miize byt libovolny
bod v [a,b]. Plai ovsem

X(a,8) = X(a,p] — X[8,6] Prolibovolraa, 3 € [a,b], a <f
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X[l = X[rb] — X(r,p] Prokader e la,b).
Tudiz f €S[a,b] tehdy a jen tehdy, kdy f je koné&na linearri kombinace charak-

teristickych funkd intervall [7,b], (7,b], kde 7 mUize byt libovolny bod v [a, b)
a charakteristiok funkce jednoboda@ho intervalu[b], tj.

S{O,, b] = Lin(X[T,b]7 X(rply T S [CL, b)a X[b]>7
kde Lin (M) zn&i linearni obal mnainy M. Podob@ bychom ukzali,ze je tale

S[a,b] = Lin(x[aﬁ], Xla,r), T E (a,b], X[a})-

(i) Diky ekvivalenci tvrzen (i) a (ii) z Honigovy ety 4.7 le mn&ina S[a,b] hust
v Gla,b], tj. S[a,b] = G[a,b], kde S[a, b] zn&i uzdver S[a,b] v G|a, b].

4.15 Lemma.Necht{f,} C Gla,b] a f, = f na[a,b]. Potom plat také
folz—=) = f(z—) a fu.(z+)= f(x+) nala,b],

kde f(a—)=f(a), f(b+)=f(b) & fu(a=)= fu(a), fu(b+)=fu(b) PrOn€eN.

DUkaz. ProncN polozme
. fule+), kdyz € a,b),
fu(x) = .
fn(b)> kdyz z=b

~ f(z+), kdyz z€la,b),
J(x) = { £(b), kdyz z=b.

Podle disledku4.11jsou &echny funkcef, f,, n €N, regulovat nafa, b].

Bud danoe > 0. Existujen. € N takowe, ze je | f,.(t) — f(t)| <e&/2 pro kazde n > n,
a kadeé t € [a,b]. Odtud limitim pfechodemt — z zprava(t — z+) dostanemeze pro
kaZzdé x € [a, b) a kazdé n > n. plat také

@) = fl@)] = Jm [ f(t) = f)] <e,
tj.
lim Ifo— fIl =0 neboli f,(z+)= f(z+) nala,b].
Podob bychom ukzali,ze plati f,(z—) = f(z—) nala,b]. O

Na zaveér tohoto odstavce #& uvedeme @kolik tvrzen, ktera budou pozéji uzitecna.
Nejprve shrnemeigsledky lemmati4.15pro nékteé podmndiny prostoruG|a, b].
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4.16 Disledky. Mnoziny

Gila,b] = {f €Gla,b]: f(x—) = f(x) prox € (a,b)}, )
Gila,b] = {f €Gla,b]: f(x—) = f(x) proz € (a,b]},
GRrla,b] ={f €Gla,b]: f(x+)=f(x) prozx € (a,b)},
Grla,b] = {f €Gla,b]: f(z+) = f(z) proz € [a,b)}, (4.8)
Gregla, b] = {f €Gla,b]: fx—) + f(z+) = 2 f(z) proz € (a, )},
Gregla, b] = {f €Gla,b]: f(a+) = f(a), f(b=)=f(b),
flz=) + f(z+) =2 f(z) proz € (a,b)}

jsou uzaveré v Gla,b|, a tudz jsou to tak Banachovy prostory vzhledem k opénac
a norme indukova§im zGla, b].

4.17 Pozramka. Jestlze regulovaa funkce f spinuje na intervalua, b) podninku
fla=)+f(a+) =2 f(x),

fikame,ze f je regularni na (a,b). O funkdch z prostoru@reg[a,b] pakfikame,ze jsou
regubrni na intervalula, b].

4.18 Lemma.

Gila,b]NS[a,b] = G [a,b], Gila,b]NS[a,b] = Gy[a,b],

Grla,b]NSa,b] = Ggrla,b], Ggrla,b] NSla,b] = Grla,b],

Gregla, b] N S[a,b] = Gregla, b].  Gregla, b] N'Sla, b] = Gregla, b].
!:) 0 kaz. Dokzeme pouze pnira posledntvrzeri. Zbyvajici vztahy se dozou analog-
Iz;:)k)l\/l.ecr’ltf €G[a,b] ae>0. Podle \ety4.7 (ii) existuje ¢ € S[a, b| takow, Ze
[f(@) = p(@)| < [|f — ¢l <& pro z€la,b]. (4.9)
Dale pro kadé x € (a, b) existuje(z) > 0 takowe,zex — d(z) >a a
[f(z) = f(B)] = [f(e=) = f())| <& proie(z—d(x) ).

Pro k&dé z € (a,b) ate (z — d(x), x| tedy mame

lp(z) — ()] < [p(z) = f(@)| + [f(2) = FO) +[f(t) — ()] < 3¢,
tj.
[p(z) — p(z—)| < 3e.
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Polzme

N { o() pro = =a neboz =b,

Plz) = p(x—)  pro xz€(a,b).
Potomy € G [a,b] NS]a, b],

[f(x) = o(2)| = [f(2) — ()| <&, kdyZz=anebor=b,

[/ (z) = @()]
< [f(2) = (@) + [o(z) — plz—)] < 4e, kdyzz € (a,b).
Odtud & plyne,ze mn@ina G [a,b] NS[a, b] je husdv G [a,b].

b) Necht f € Gyegla, b]. Nechtje danoe > 0 a funkcey € S|a, b] je takowa, ze plat (4.9).

Potom musbyt také

|f(z=) —p(z=)| < e proze€la,b),
Y e —get) <e prozeab] }
Polazme
o(a), kdyz z=a,
p(r) = %(go(x+)+go(x—)), kdyz x € (a,b),
o(b), kdyz z=0.

Potomy € S|a, b] N Gregla, b]. Dale vzhledem k4.10) a (4.11),
|f(z) = ()] =
< 3 (If@+) = ela)] + [ fla=) = p(a-)]) < e

kdyz z € (a,b). Konetng, podled.9) a (4.11) mame

|[f(2) = o) = |f(z) — ()] <&, kdyZ z=anebor=b.
Odtud & plyne,ze plat Gegla, b] NS[a, b] =Gregla, b].

L) + 1) = () + ()]

4.19 Lemma.
G[a,b]NS[a,b] = Lin(l, Xera]: 7 € [a, ), X[b]),
G [a,b] NS[a,b] = Lin (X, 7 €[a,0]).
Gr (

la,b]NS[a,b] = Lin( 1, X[}, X[a,r)» T € (a,b]),

(4.10)

(4.11)
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Grla,b]NS[a, b] = Lin (X, 7 € [a,b]).

1
) 5 X[7] =+ X(rb]y T S (a> b)a X[b])7

~ 1
Gregla,b]NS[a,b] = Lin(l, 5 Xirl + X(rp], T € (a, b))

Greg[a, b] mS[a, b] - Lln(l, X(a,b}

DOkaz. Prvintvrzeri je obsaeno v pozamce4.14(i). Dokazeme j&té nafy. predposled-
ni z uvederch relag.

Nechttedy f € S[a,b] N Gregla, b]. Potom existuj

meN, ¢y, c1,...,cmp1 €ER a a:{ao,al,...,am}eg[a,b]

takowe, ze
Co, kdyz x=a,
o) ¢, kdyz x € (0j_1,0;) prorgjake j=1,2....,m,
xTr) =
t(c;i+cjy1), kdyz =0, prorgjake j =1,2,...,m—1,
Crt1s kdyz x =0,
tj.

f()_COXa] +ZC]X0']10'J
(4.12)

m—1
<Z ¢+ 1) Xjoy) (2 )) + i1 X () Pro z € [a, b].
7j=1

Pravou stranu vztahi4(12) miizeme upravit takto

] =co Xa,b] — €0 X(a,b] T Z Cj X(oj—1,b] — Z Cj X[oj,b] — Cm X[b]

j=1 j=1
m—1 m—1
+3 Z Cj Xioy) 3 Z Cj+1 X[o;] F Cm+1 X[b)
j=1 j=1
m m—1
= €0 X[a,b] ~ €0 X(ab] T Z € X(oj-1,0] — Z ¢ (X(o;.6] T Xl 1)
j=1 j=1
m—1 m—1
+ % Z Cj X[o;] T % Z Cj+1 X[o;] T (Cm+1 - Cm) X[b]
j=1 j=1
m—1 m—1
= €0 X[a,b] = €0 X(ab] T Z Cj+1 X(oj,b] — Z Cj X(oj,b]
3=0 j=1

m—1

—3 Z ¢ Xioy) 3 Z Cjt1 X[o;] T (Cma1 — Em) X[

j=1 j=1
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m—1

= CoX[ap] t (1 — C0) X(ap] + Z(Cj+1 —¢) (X(agwb] + %Mm)
j=1

+ (Cm—l—l - Cm) X[o]

= doX[ap) + d1 X(ap] T Z d; <X(aj,1,b] + %X[gj,l ]) + dpg1 Xy

=2
kde
dUICo, dj:Cj—Cj,1 prOj:1,2,...,m—i—1. (413)

Mame tedy f € Lin(l,x(&b], %X[T] + X, T E (a7b),x[b]>- Navic vztahy @.13 urCuji
vzajemreé jednoznénou korespondenci mezi vektory

(€osCly vy Cmy Cmy1) @ (doydyy .. dpy dig1).

Tudiz

. 1
Greg[ay b] ﬂS[a7 b] = L1n<17 X(a,b]> 5 X[7] + X(rb]y T € <a7 b)v X[b])

4.3 Relativni kompaktnost v prostoru G|a, b]

Pfipomeme, Ze podmndaina .~ Banachova prostorX je relativné kompakthjestlize
z kazde posloupnosti jégh prvki Ize vybrat posloupnost konvergentnX. Je zramo,ze
podmnaina .~ Banachova prostoriX je relativné kompakthtehdy a jen tehdy, kdyje
totalné ohranters, tj. kdyz plaf
pro kazdé « > 0 existuje konéna mnaina D, C X takowa,ze
pro kazdée x € .« 1ze najt de€ D. proktegé plat ||z —d||x < e.

} (4.14)

Mnozinu D, s vlastnostmi Z4.14) budeme napvat ¢-sit pro M v prostoruX.

Plat nasleduici oCekavatelre tvrzen
4.20 Lemma. Kazda totalné ohranterd podmndina Banachova prostoruX je take
ohraniCera.
Dlkaz. Necht# CX je totalné ohrantera. Potom existuje kod® mnaina
D={dy,ds,...,d,} CX

tako\a, ze pro k&de = € M existujed, € D, pro kteé plaf ||z — d,|x < 1. Pro libovolré
x € M tedy mame

zllx <z = doflx + llda]lx < K,
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kde konstanta
K =1+ max{||dg||x :k€{1,2,...,n}}
nezvid nax €.« aje evidentd kon€na. O

Na prostoru spojitch funkd Cla, b] plaf kriterium relativii kompaktnosti zameé jako
véta Arzehova-Ascoliova. Jeholtkaz je obsaen ve &tSiné utebnic funkcioalni anajzy,
viz naf. Véta 4 v odstavci I1.7.4 v monografii.]].

4.21 \Eta (ARzELA-AscoLl). Podmnaina.# prostoruCla,b] je relativré kompakth
tehdy a jen tehdy, kdysou spl&ny ok& rasledujci podninky
(i) Existuje konstantac* € [0,00) takow, ze je ||f]| < ¢* pro kazdou funkcif € .# .

(i) Pro kazde >0 existuje 6 >0 takow,ze |f(t)— f(s)|<e plati pro vdechny
body ¢,s€[a,b] takow,Zeje |t —s| <d apro\sechny funkcef € .#.

Je-li splréna podrimka (i) z ety Arzebovy-Ascoliovy,fikame,ze mnaina .7z je
stejré ohranters, zaimco je-li splréna podrimka (ii), Fikame,ze mnaina .~ je stejré
spojita. Vétu niizeme tedy peformulovat takto:

Podmndina .# prostoru Cla,b] je relativre kompakthtehdy a jen tehdy, kdyje to
mnaina stej@ ohrantera a stejé spojié.

Pro podmndainy prostoruGa, b| regulovarych funkd plati analogicle tvrzen. Jenom
stejnou spojitost jefeba nahradit stejnou regulovatelrio§tejnou regulovatelnost defin-
ujeme podobé jako stejnou spojitost. Jenom oboustiafimity jsou nahrazeny limitami
jednostrangmi.

4.22 Definice.Reknemeze podmnaina.# prostoruG [a, b] regulovarych funkd je stej-
né regulovaa jestlize

pro kazde £ >0 akade 7€ (a,b] existujed, € (0,7 —a) takow,ze )

[f(r=) = f(t)| <e (4.15)
plat pro Sechnyt € (1 — é;,7) a pro\sechny funkce € .7 J

pro kazde £ >0 akadé 7€ [a,b) existujes, € (0,b—7) takowe,ze )
[f(r+) = f()] <e (4.16)
plafi pro \8echnyt € (7, 7+ d,) a pro \8echny funkcef € ..

Nyni mlizeme zformulovat obdobu Arzsbvy-Ascoliovy ety pro mndiny regulo-
varnych funkd.

4.23 \Eta (FRANKOVA). Podmndina.# prostoru Gla,b] regulovarych funkg je rela-
tivn& kompakthv G|a, b] tehdy a jen tehdy, kdyje stej@ ohranteré a stejié regulovaa.
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Pri dukazu ety 4.23 se ram bude pohodEji pracovat s ekvivalentrdefinid stejré
regulovanosti, kterouam poskytne asleduici lemma.

4.24 Lemma.Mnozina.# C G|a,b] je stejré regulova@ tehdy a jen tehdy, kdye splré-
na podninka

pro kazcé >0 existuje @leri o intervalu [a, b] takowe, ze
we(f) <e (4.17)
plati pro kazdou funkcif € .7,

kde symbolw,(f) méa stejry vyznam jako v definic¢t.o, tj.

we(f) = max sup{|f(t) = f(s)[:t,s € (0;-1,05)}.

§=1,2,...,

Dukaz. i) Hedpokhdejme nejprveze .7 C Gla,b] je stejré regulovaa. Bud dano
e>0. Necht B je mna&ina \Sech bod 7€ (a,b] pro réz existuje @leri o intervalu
la, ] takow, Ze plat (4.17).

a) Nejprve ukZzeme,ze mnaina B je nepazdra.
Podle definicel.22existuje ¢, € (0,b — a) takow, ze

|f(s)— flat)| < % plati pro VSechnas € (a,a +6,) a kadou funkci f € .#.

Pro libovolra ¢,s € (a,a+6,) a fe.# tedy mame

@) = f(s)] < [f() = flat)] + | f(s) = flat)| <e.

PolaZme 7 =a +4,. Potom{a, 7} je délen intervalu [a,7]|, pro kteé plai (4.17). To
zname®@, ze mna&ina B je nepazdra a 7*:= sup B € (a, b].

b) Dokdzeme,ze 7* € B. Vskutku, podle definic@.22 existuje 6, € (0, 7*— a) takowe,
ze
1f(s)— f(T"=)| < g plati pro V8echnas € (7" — 6, 7*) a kadou funkci f € ..

Pro libovolra ¢, s € (7" —6,,7*) a fe.« tedy mame

[f@) = f) < () = FT )+ 1f(s) = f(T =) <e. (4.18)

Dale, podle definice suprema existuje BN (17— §;, 7). Existuje tedy éleri o inter-
valu [a, 7] takow, Ze plat (4.17). Nechto =0 U {7*}. Potom

o =1{00,01,...,7,7"}
je céleni intervalu [a, 7*], pfiCent v(o) =rv(o)+ 1. Ozn&me

~ g kdy2 j€{1727"'7y<0-)}7
o; =
T kdyz j=uv(a).
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Vzhledem k'é.17) a (4.18) tedy mame

[f(t) = f(s) <&

pro vsechnat, s € (d,_1,0,), j=1,2,...,v(c), akadou funkcife.z, tj. we(f)<e
pro kadou funkci f € .. To ovSem znamem ze 7* € B.

c) Dokdzemeze je 7*=0b. Dukaz povedeme sporemiedpokhdejme tedyze je 7*< b.
Zvolme 6, € (0,b—7*) tak, aby platilo

f(s) = f(r"+)| < g pro kazde s € (r*, 7 +d,) akazdou funkci f € ..

Takowe J, existuje podle definicg.22 Podobi jako v&astech a) i b) tohotolkazu,
odtud odvodime,Ze plat

[F() = F() < 1F@) = FTH) + [f(s) = f(T ) <e (4.19)

pro libovolma ¢,s € (7%, 7* +d,) akadou funkci f €.#. Necht o je déleri intervalu
[a, 7*] takow,Ze plat (4.17). Pol&Zme 7=71*+ 0, a definujmeo =0 U {7}. Potom

o =1{00,01,...,7°, 7}
je céler intervalu [a, 7] a v(o) =v(e)+1. Ozn&me

o kdyz jE{l,Q,...,V(O')},
T kdyz j=v(o).

a;j
Vzhledem kl¢.17) a (4.19 mame
[f(t) = f(s)| <e
provsechna, s (g;_1,0;), j=1,2,...,v(c) akadoufunkcif €.z tj.
we(f)<e prokadou funkci f €.#.

Tudiz 7€ B. To je ovsem, vzhledem k tomie je 7> 7*, spor s definit 7" = sup B.
Musi tedy byt 7* =b. Dokazali jsme ze plat (4.17).

i) Predpokbdejme,ze je spl@éna podrinka 4.17). Bud danon > 0. Polazme e =17/2
a nechto je prislusré céleri s vlastnostmi z podimky (4.17).

Necht 7€ (a,b]. Pak existuje pave jeden index j€{1,2,...,v(o)} takow, ze
T € (0j_1,0;]. Prolibovolra t,s e (0;_1,7) akadou funkcif € .~ tedy mame

1f(s) = f(t)] <e.
Limitnim pfechodems — 7— dostanemeze plat

f(r—)—f(t)| <e<n prokade te(o;_q,7).
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Zvolime-li § = 7 — 0;_;, bude platit ¢.15), kde gSemen mistoc.

Analogicky, je-li 7€ [a,b), existuje pave jeden index je{1,2,...,v(o)} takow,
ze 1€ [0;_1,0;). Prolibovolra t,s € (1,0;) a kadou funkci f € .7 je tudz

[f(s) = f(t)] <e.
Limitnim pfechodem s — 7+ dostanemeze plat
|f(r+) = f(t)| <e <n prokade t e (r,0).
Zvolime-li § = o; — 7, bude platit¢.16), kde gSemen mistoe.
Tim je dokor€en dikaz lemmatu. 0

DUkazvetyl4.23

a) Hedpokbdejmeze.# C Gla,b] je relativie kompaktiv Gla,b]. UkdZemeze potom
je .« stejré ohrantera a stej@ regulovaa. Stejia ohrantenost funkt z mnainy .~
plyne z lemmatu.20 Zbyva tedy dolazat,ze .7 je stejré regulovaa.

Budte tedy diny ¢ >0 a 7€a,b] anecht #={f1, fo,...,fm} j& /34t pro
mnazinu .z v Gla,b], tj.
£

pro kazdou f € .# existuje f € # takowa,ze || f — f|| < ;

(4.20)
Navic, vzhledem k lemmatd.15 pro k&dou funkci f a funkci f k ni pfifazenou podle
(4.20) plati takée

|ft=) = f(t=)| <5 kdyz t€(a,b]
a (4.21)

|f(t+)— f(t+)| < £ kdyz t€[a,b).

Funkce f, € # jsou regulovaé na[a,b]. Proto, je-li 7€ (a,b], pak pro kady index
ke{1,2,...,m} existuje §{ € (0,7 —a) takowe,ze

wlm

flt) = filr-)l < pro te (r—6i,7). (4.22)
vPodoblé, je-li 7€ [a,b), pakprokade k € {1,2, ..., m} existuje 62 € (0,0 — 1) takowe,
ze

|fe(t) — fu(7+H)| <e prote(r,7+0;). (4.23)
Polazme

min{di:i=1,2, k=1,2,....,m} kdyz 7€ (a,b),

§(1) =< min{é}: k=1,2,...,m} kdyz 7=,

min{d?:k=1,2,...,m} kdyz 7=a.
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Necht a <7—d <t <7 <b. Pak podle4.20—(4.23 nerovnosti

(&)= FE=) < O = FOL+ 1) = Fr=) + [ f(r=) = f(r=)| <&,
plati pro libovolnou funkci f € .# a kazdou funkci f spiujici (4.20).
Podob dokazeme ze nerovnosti|f(t) — f(7+)| < ¢ plafi pro kazdou funkci f € .#
a kazdou dvojici bodi ¢, 7 takowch,ze a<7t—-d<t <71 <b.
Mnozina.# je tedy stej@ regulovaa.

b) Predpokhdejmeze .7 je stejré ohrantera a stej@ regulovaa. DokéZzeme,ze potom
je .« je relativre kompaktiv Gla,b]. St&i ovSem dolazat.ze .7 je totalné ohranters,
tj. pro kazdeé kladre ¢ existuje v prostorus|a, b] kongna e—s<t pro mnainu ..

Méjme libovolreé ¢ > 0. Podle lemmatul.24 existuje @leri o ={oy,09,...,0,} in-
tervalu [a, b] takow, ze

wel(f) < g plafi pro kazdou funkci f € .#.

Podle gedpokladu existuje konstanta >0 takowa, ze || f|| <c¢* pro VSechny f € .#.
Necht z=1{z1, 22,...,2,} je déler intervalu [—c*, ¢*] takow, Ze |z| <&/2. Nyni, necht
Z je mnazina \Vsech funke f [a,b]—R, které jsou konstanfnna k&dem z interval
(oj-1,05),j=1,2,...,m, pfi€ent vSechny jejich hodnoty & v mnazing z. Patet prvki
mnaziny .# je zZiejmé koné&ny. Ukazeme,ze .# tvofi e—dt pro.# v Gla,b]. Necht f
je libovolna funkce z mnainy .~ . Potom, vzhledem k definicidderi z, plat

pro kade j€{0,1,...,m} existuje k; €{0,1,...,n} takow,ze
|f(‘7j) — Zk,

9
<§,

prokazde je {1,2,...,m} existuje {; € {0,1,...,n} takow,Zze }
0j-1 + 0 E
Vzhledem k definici dled o, mame dile
0j-1+0; 0j-1+0;

170 = 2| < |70 = LR+ (P

prokade je{1,2,....,m} ate(oj_1,0;). Definujeme-li tedy

)—Zgj‘ <

)—sz} <e

~ 2, kdyz t=o; pro rejake j€{0,1,...,m},
z, kdyz te(oj_1,0;) prorgjake je{1,2,...,m},

bude platit | f(¢) — f(t)] < prokazdet € [a,b], tj. bude]||f — f|| <e. Zfejmé je fe Z.
Dokazali jsme tedyze .# je e—dt pro.# v Gla,b]. Tim je take dokor€en dikaz \éty. O

Nen bez zajimavostize, podninka steji@ regulovanosti umauje porékud zeslabit
podninku stejré ohrantenosti.
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4.25 Disledek. Podmndina .~ prostoru Gla,b] regulovarych funkg je relativneé kom-
paktri v Gla, b] tehdy a jen tehdy, kdyje stej@ regulova@ a i tom plafi

pro kazcé t € [a,b] je mnaina {f(t): f €.#} ohraniCera. (4.24)

Dlkaz. Je-liz relativreé kompakti, je podle Frakove véty4.23stejré regulovaa a
stejré ohrantera. Tim sgSe tedy plat(4.24). Zbyva dolkazat obacenou implikaci.

Pfedpokbdejme,ze .# je stejré regulovaa a sphuje 4.24). Dokdzeme,Zze potom
Uz je mnaina .~ také stejre ohrantera. Podle lemmati#.24 mizeme zvolit @leri
o ={09,01,...,0,} intervalu[a, b] tak, aby platilo

|[f(t)—f(s)| <1 protse(oj_1,05),j€{l,2,.... m}afen. (4.25)
Podle gedpokladu4.24) existuji kon€né konstanty

Vi, §=0,1,...,m, a;, j=1,2,...,m,
takowe, Ze pro kadou funkci f € .# plaf

|f(0-])’§r>/] pI’Oj:O,l,...,m
a (4.26)

’f(%(aj_l —|—0j))| <7, proj=1,2....,m
Odtud a z/¢.25) vyplyva, ze plat
fO)] < |f(G(oj—1+05) | +1<75;+1 } 4.27)
jestlize te (oj_1,05), j€{1,2,...,m} a fewn.
Polazme

v =max{y;:j=0,1,...,m}, F'=max{y;:7=1,2,...,m}

¢ = max{y",7"} + 1.
Potom bude podled(26) a (4.27) platit |f(t)| < ¢* prot€a,blafe.#.
Mnozina.# je tedy stej@ ohrantera a dikaz je hotov. O
Dalsi zjednoderni kriteria pro relativihn kompaktnost poskytujeasleduici uzitecné
tvrzen.

4.26 Disledek. Pfedpokhdejme,ze pro podmnkinu .~ prostoru Gla,b] regulovarych
funkd plati

mnaina {f(a): f €.#} je ohrantera (4.28)

a
existuje funkceh neklesdici na [a, b] a takod, Ze plat

. ] } (4.29)
|f (&)= f(s)| < |h(t)—h(s)| prolibovolma t,s€(a,b] a fe.x.

Potom je.# relativné kompakthv G|a, b].
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D 0 kaz. Podle4.28 existuje K € [0,0) takow, ze |f(a)|< K plat pro kazdou
f€.«. Pak otem podle4.29) pro kazdé = € [a,b] a kazde f € .# mame tale

|f(z)] < K + h(b) — h(a) < cc.

Mnozina.# je tedy stej@ ohranterg.

Nyni, bud dano libovolre £ > 0. Pak, protde je Zejmé h € Gla, b], existuje podle
Honigovy \etyl4.7déler a={ag, a1, ...,a,} intervalu[a, b] takowk, ze je wq(h) <e,
t..

|h(t) — h(s)| < e pro libovolrat, s € (a;_1, ;) apro kade je{1,2,...,m}.
Vzhledem k¢.29) tedy pro kadou funkci f €. mame
[f () = f(s)| < [h(t) —h(s)| <&

jakmile t,s € (a1, ;) pro rejake je{1,2,...,m}, neboli w,(f) <e. Podle lemma-
tuld.2Z je tedy mndina .# stejré regulovaa a je tudz podle Frakove vety4.23 také
relativre kompaktiv Gla, b]. O

4.27 Pozramka. Dusledek4.26nam poskytuje forralné jednoduch postéujici podnin-
Ky pro relativii kompaktnost podmriin prostoruGla, b]. Je girozeré se pat zda tyto
podninky nejsou dokonce ekvivalerita relativii kompaktnodt Snadno ale a&ime, Ze
splréen podninky (4.29 ma za rasledek,ze pro kadou funkci f z mnaziny .# musd
platit var® f < h(b) — h(a). Tudiz podminky (4.28 a (4.29 se fakticky vztahtjpouze
na mnainy obsahupi pouze funkce s kordmou variat (a dokonce ohragereé v prostoru
BV|a, b]) a nemohou ft tedy ekvivalentis relativii kompaktnost

DalSi podrobnostiykajici se regulovagch funkd Ize najt zejména v monografiolterra Stieltjes-
Integral Equationg13, sec.3] Ch. Wniga. Witetné specalni dodatky (nap. charakterizace pre-
kompaktiich mnain v prostoruGla, b], zobecn Hellyovy véty o Whéru) jsou obszeny tale
v praci D. Fraikowe [7].



Kapitola 5

Riemannlv-Stieltjestiv integral

Odpoed na rekteg tlohy zninéré vivodri kapitole dava integal Riemaniiv-Stieltjesiv,
ktery je pfirozerym zobecerim zranmeho integalu Riemannova.

5.1 Definice a Aakladni vlastnosti

Pfipomaime (vizUmluvy a oznéer (iii)), Ze mndinu o= {0y, 01, ..., 0.} bodl inter-
valu [a, b] naz/vamedélerim intervalu|a, b], jestlize plat

a=og<o1< - <0,=0>h.
Mnozinu VSech @leri intervalu [a, b] zn&ime 2 [a, b],

o Zj:f’g’?‘bfy(a)(% —0j-1)

av(o) je patet podinterval generovajch celerim o (zdev (o) =m). Rikame ze o’ je
zijemrén o, jestlizeos’ Do.
5.1 Definice.Dvojici (a, &) € Z]a, b] xR¥(®) nazvemeanaerym clerimintervalu|a, b],
jestlize plat

;1< <o; provsechng=1,2,...,v(0).

Z]a,b] je mn&zina Bech znéenych leri intervalu [a, b]. Rikame tale, Zze ¢; je znatka
podintervalulo,_1,0; ] a & je vektor zn&ek

Pro da cleri o € 2[a,b] zn&ime symbolemr (o) mnazinu VSech¢ € R*(?) takowch,
ze(0,€) € 7a,b].

Abychom zabanili zaméré s elementy mrion p,o,... Ci vektotl £, m,..., budeme
posloupnosti dleri, resp. znéerych ckleri zapisovat jako nap {o"}, resp. (p™, n").
Zameéna s mocninami zde zajeshehrok

5.2 Definice. Pro da® funkce f, g:[a,b] = R a zn&eré cleri (o, &) intervalu [a,b]
definujeme

v(o)

Siag(o, €& [a.b]) =) f(&)[9(05) = 9(o5-1))-

J=1

Nebude-li hrozit nedorozuém, budeme pat kratce S(o, &; [a,b]), resp. S(o, &) misto
Sng(O',f; [a’ b])

87
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5.3 Definice.Necht f, g:[a,b] — R.
(i) Reknemeze existujeRiemaniiv-Stieltjie8v (6)-integral (kratce(d) RS-integal) funk-
ce f vzhledem k funkcig

(6) / f(@)dlg(x)] (znatime €2 (5) / £ dg)

a ma hodnotu/ € R, jestlize

YVe>036>0:
(5.1)

(<a,5>ey[a,b] a ]0'\<5> — |S(c, &) — I <=

(i) ReknemeZe existujeRiemanfiv- Stieltjedv (o)-integral (kratce(o) RS-integél)
funkce f vzhledem k funkcig

(0) / f(@)dlg(x)] (ntime & (o) / fdg)

a ma hodnotu/ € R, jestlize

Ves03o.c b } 5.2)

((a,ﬁ)eﬂ[a,b] a 0'30'5) — [S(0, &) — I| <e.

(iii) Jestlize c € [a, b] a funkcef, g jsou definoany v boe ¢, klademe

(5)/ccf dg = (0)/ccfdg:0.

b a b
Existuje-li integal (6)/ fdg, pak definujeme(é)/ fdg = —(5)/f dg a existuje-li
a b a

b a b
integral (a)/ fdg, definujeme(a)/ fdg= —(a)/f dg.

a b a
5.4 Pozramka. Pojem (§) RS-integélu odpovda plivodri Stieltieso@ definici, zatmco
(0) RS-integal byva rekdy nagvan €2 Moorellv-Pollardlv integial.

Klasicky Riemaniiv integil je specalnim pfipadem(§) RS-integalu, pokudg(z) = =
pro z € [a, b].

Vyskytne-li se v @ktefch tvrzench pojem RS-inted@ bez rozlgen, zda se jeda o
(0)RS-integal ¢i 0 (o) RS-integal, bude to znamenate dam tvrzen plafi pro oba po-
jmy. V takowch a da$ich pfipadech, kdy nehrénedorozurgn, take nefiipojujeme sym-

b
boly () €i (o) k symbolim integ@lll. Funkcef v integralu/ f dg se nagvaintegrand
zaimco funkceg se nagvaintegrator. ‘
5.5 Cviceri. Dokazte,ze pro oba typy RS-integlu plat:
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b
(i) je-li funkceg konstantina [a,b], pak [ fdg = 0 pro libovolnou funkcif defino-

vanou nafa, b}, ’
b
(i) je-lifunkce f konstantina [a, b], pak/ fdg= f(a)lg(b) — g(a)] pro libovolnou
funkci g definovanou nda, b]. ‘

Z definice5.3zfejmeé plyne ze (§)RS-integal je specalnim pfipadem(o)RS-integalu.

b b
5.6 Veta. Je-li (6)/ fdg=1€eR, pak plaf také (a)/ fdg=1.

Dlkaz. Prokada de cgleri o',0” € 7[a,b] tako\a, ze o” je zjemréri o', plat
lo”| <|o’|. Véta je tedy fimym dlisledkem definicé.2 O

5.7 Pozramka. Budiz dano libovolré 6, > 0. Potom v definich.1 (i) mlzeme podrinku
(5.1) nahradit @sleduici trochu zeslabenou podnkou

Ve>036€(0,8): } (5.1

<(a’,£)€9[a,b] a |a|<5) — [S(0, &) —I| < <.

Podob, je-li dano o € Z[a,b], mizeme v definici5.3 (i) podminku (5.2) nahradit
podninkou

Ve>030.€2[a,b]: } (5.2")

o.00, a ((a,g) € 7[a,bl ao > ag) — [S(0, &) — I| <e.
5.8 Cviceri. Rozmyslete si podrolin pra plat tvrzeri uvede v pozramceb. 7.

5.9 Fiklad. Nechta= —1, b=1a

0, kdyz x<0, 1, kdyz <0,
flx) = § a g(r)= .
1, kdyz x>0 0, kdyz x>0.

Polazmeo,={—1,0,1}. Potom pro kddé celeri o € 7|1, 1], které je zjem@rim o
(atedyO e o), akade € € 7(o) mame

S(0,€) = f(&) [9(0) — glor-1)]+ [ (&+1) [9(or41) — 9(0)] = 0,

kde 0 =0y, & € [ok_1,0], &kr1 €0, 0x1 1] atedy

f(&) =0 a g(oks1) —g(0)=0.

1

Vzhledem ke dru€asti poztamky5.7 vidime, ze (a)/ fdg=0.
1
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Na druhou stranu, pro kdé zn&ere celeri (o, &) intervalu[—1, 1] takow,ze 0 ¢ o,
tj. 011 <0<o, prorgjake k € N, plaf

07 kdy2 gk < 07

S(0,8) = f(&) [9(ow) — g(on-1)] = = (&) = — {1 Kdyz €50

1
Odtud je Zejme, ze (5)/ f dg nenfize existovat.
-1

Nasleduici dvé lemmata platpro oba typy RS-inte@lll a jsou gimymi dusledky
definice5.3.

b
5.10 Lemma. (i) Jestlize existuje integfﬂ/ fdg, pak plat

b
[ 14| < ls1vart s

b
(i) Jestlze naic g € BV([a, b] a existuje integn'el/ f(z)d|var? g], pak plaf

b b
[ 14| <[5 divarzg) < ] vart g

5.11 Pozramka. Uvidime poz@ji (viz dusledeks.42), ze je-li f ohrantera nala, b], pak

b
pro oba typy RS-inte@ill plaf, Ze z existence integhu / f dg uz plyne,ze tale integal

b
/ f(x)d|var? g] existuje.

5.12 Lemma.Necht f, f1, f2, 9, g1, g2 [a,b] — R a nechtexistuj integraly :

/abfl dg, /abf2 dg, /abf dg: a /abf dgo.

Potom pro libovol@ ¢, c; € R plati

/:(Cl fi +C2f2)d9201/abf1 d9+C2/abf2 dg

b b b
/fd[0191+0292]:Cl/fd91+02/fdg2-

5.13 Cvien. (i) Dokazte lemmat&®.10a5.12
Dokazte, ze rasleduici tvrzeri plafi pro oba typy RS-inte@l:
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(i) Jestlze g:[a,b] — R je neklesdfi na [a,b] a f:[a,b] =R je tako\a, ze existuje

b
integrél/ fdg, pak

(iﬁ,ﬂ@)M@—g@ﬂélvdgé(smmﬂ@ﬁmw—gwﬂ

v€fab] € [ab]

(i) Definice5.3je korektn vtom smysluze uuje hodnotu integalu jednoznané. Jinak
feteno, jestlte I; e R a I, e R sphuji (5.1) (s I3, resp. [, na niste ), pak mus
byt I, = I, (a podob@ pro(5.2)).

Oba pojmy RS-intedlu predstaviij jakési zobecare limity posloupnosti integinich
solEtll S(o, &) vzhledem k znéerym délerim. Negekvap tedy,ze plat nasleduici tvrze-
ni analogicla klasicle Bolzanoe- Cauchyog podnnce.

5.14 \éta(BOLZANOVA-CAUCHYOVA PODMINKA).
Pro daré funkcef, g:[a,b] = R existuje(d)/bf d g prave tehdy, kd¥ je splréna rasledu-
jici podninka ‘
Ve>03d6.>0:
((0:6). (.8 e 7[ab]. ol <. a |a]<d.) (5:3)
— |S(0,€) — S(o,8)| <e.

b
Podobré integél (a)/ f dg existuje pave tehdy, kdy plaf

Ve>03o.€2[a,b]:
((0,5)7(5,E)69[a,b], ocDo,. a 5'30'5> (5.4)
= [S(0,§) —S(0,§)| <=

D U k a z. Nutnost spkn uvederych podninek pro existenci ifislusnych integall je
zfejméa z definices. 2.

b
Dokazeme,ze podninka .4) zarlfuje existenci integlu (0)/ f dg. Necht tedy

plati (5.4). Potom existuje posloupno$ta”, £€¥)} znaterych cleri intervalu [a, b] tako-
va, ze

S(er, €) — S(o*, &) < % prokadeo S ot a ¢er(o) (5.5)
a pfitom solcasre

ot cot a |S(a" &) - S(et, €Y < % prokadekeN a (> k. (5.6)
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Posloupnos{ S(c*, £¥)} je cauchyovsk posloupnost @nych Eisel a existuje tedy &né
Cislo I € R takow, Ze

lim S(o", &%) = 1I.

k—o0
Nyni, nechitje danos > 0. Zvolme k. tak, aby bylo sotasré

1 € ke ghey €

Potom, dky (5.5) a (5.7), odvodme, ze

S(0,&) = 1| < [S(0,&) — S(o™, &%) +|S (o™, &™) — 1| <«
b
plafi pro ka&zde o Do’ a £e7(0). To znameé,ieI:(a)/fdg.

b
Podob@ bychom dokzali,ze podninka (5.3) implikuje existenci integalu (6)/ fdg.
D a

5.15 Cviteni. (i) Dokazte vetu5.14pro (§) RS-integaly.

(i) Dokazte,ze podninky (5.3), resp. b.4) jsou ekvivalentns podninkami:

3\

Ve>0d6.>0:
((o", ¢, (a",¢" e 7 |a,b], |o'| <d., 0D o") (5.3)
— ‘S<0'/,€/)—S(0'”,£”)|<5 )
resp.
Ve>03o.€2[a,b]: )
((0’,5’), (0”,&") € 7 [a,b], a”Da’Dag) (5.4

— |S(0’,&") - S(e",£")] <.

(Navod: nechto, p€ 2[a,b] ao’ =0 Up, pako’ € 2[a,b], 0’ Do, o' Dp a
|S(,€) = S(p,m)| < |S(0,€) = S(a",&)| +|S(c",€) = S(p,m)|

pro libovolma ¢ e 7(o), neT(p) a¢ er(a’).)

Nasleduici véta je gimym disledkem @ty5.14 Plaf ve stejiem zréri pro oba typy
RS-integalll.

b
5.16 \kta. Jestlze existuje integ / fdg a jestlize [c,d] C [a,b], pak existuje tak
d a
integral / fdg.
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b
DO kaz. Fedpokhdejmeze integal (a)/ f dg existuje. Podle &ty5.14existuje @dleri
0. € Z|a,b] takowk, ze ’
1S(0,&) — S(0",&")| <e (5.8)

plati pro vSechna znégera cBleri (o,§),(0’,&') € 7 [a,b] takoa, ze o Do. ao' Do..
Vzhledem k tvrzehobsaerem v poziamce5.7, mizeme pedpokhdat,ze {c,d} Co. a
mUZeme tedy rozloit o. tak,Ze bude

=p Up.Up", kdep™ € 7[a,c], p. € 2[c,d], p" € 2[d,D].
Nyni, nechitp, p’ € 7[c,d|, pD p., p' D p. @ (p,n), (p',n') € 7 [c,d]. Definujme
o=p UpUp", &€=(n",nn") ad' =p Up'Up", & =(n",n',n"),

kde n~,n" jsou takoe vektory,ze (p~,n~) € 7 [a,c] a (p*,n") € 7 [d, b]. ZTejme je
(U',E),(O'/,él)éy[a’bL OO0, 0'/30'5,

S(o,&)=S(p",m")+S(p,n)+S(p",n")

S(o’.&')=S(p~.m )+ S(p" .0 )+S(p".0").
Podle £.9) tedy mame |S(p,n) — S(p',n')|=|5(0,&) — S(a’,£’)| <e a odtud podle
veéty5.14plyne existence integfu (o) df dg. DUkaz tvrzeivéty pro (§) RS-integél se
provede analogicky a je ponemm&terﬁfci jako cvicen. O
5.17 Cvien. Dokazte vetu5.16pro () RS-integaly.
Také rasleduici tvrzen plafi ve stejré podol& pro oba typy RS-integtu.

5.18 \eta. Jestlze existuje integd / fdg a cela,b], pak existuj také integialy

/fdga/fdg aplau/fdg /fdg+/ fdg.

DlUkaz. Jellic=a neboc=0, je tvrzen véty trivialni. Nechtje tedy c € (a,b). Dale

b c
predpokbdejmeze existuje intedil ( a)/ f dg. Potom existence integiti (o)/ fdga

/ fdg je zariena &tous.16
Necht ¢ > 0. Zvolme zn&era céleri (o', ¢') € 7 [a,c] a (0”,¢&") € 7 [c,b] tak, aby

platilo
—/acfdg‘+‘sa" " —/bfdg‘

/fdg‘<€ (5.9)
kde o = JUU”GQ[ab} a = ¢ er(o).

/
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Zfejme plai S(e,&) =S(a’,¢") + S(a”,¢"). Tudiz

/fdg /fdg‘

0.6)|+|[S(0.€) ~ S(o'. &)~ S(e".€")

+‘S(a’,£’)—/acfdg‘Jr‘S(a”, ”)—/cbfdg‘ <e.

Protdze ¢ > 0 bylo libovolré, dikaz je dokoien. a
5.19 Cviteri. Rozmyslete si, prbz existence inte@it

/abfdg, /acfdg, /bedg

plyne existence zik@rych déleri (o/,¢')€ 7 [a,c] a (0”,&") € 7 [c,b] takowch, ze
plat (5.9).

Implikace obacera ke tvrzenvéty5.18se pro(o) RSintegal dokdze snadno.
5.20 \eta. Jestlzec € [a, b] ajestlize existujintegraly

~) dg a 12=<a>/cbfdg,

b
pak existuje ta integ@al [ = (0)/ fdgaplat I =1+ I.
Do kaz. Buddanoe > 0. Zvolme cBleri o € 2[a,c] aa” € 2]c,b] tak, aby platilo

|S(o’,&") — 1| < pro (¢, &) € 7 [a, ] takow,Ze o' Do,

1S(c”,&") — I| < pro (¢",&") € 7 [c,b] takow,ze 0" Do

Nyni, nechto. =0’ U o”. Prot@e cc 0., kazde zn&ere celer (o, &) intervalu [a, b]
spiiujici o O o. mizeme rozélit

O_ZO_IUO_II a €:(£/’€//)
tak, Ze bude platit
(0',&" e Ta,d, (6", &) eT[c,b], o' Dol a o"Dol.

Navic S(o,&)=S(0",&')+ S(o”,€"). Vzhledem k definicio’. a o, tedy pro kadé
(0,€) € 7 [a,b], kde o D o., mame

‘S<0-7£> - (Il+I2)‘ < ‘S<0-/7£/) _Il‘ + |S(0'//, ”) _]2‘ < 257

tj. dokazali jsme tvrzehvéty. O
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5.21 Pozramka. Aby mohlo platit analogick tvrzen také pro (6) RS-integal, je feba
pridat pfedpoklad o pseudoaditiétfunkd f, g v boce ¢, viz cvicer 5.34

Pro existenci(§) RS-integalu mame talk rasleduici pfirozenou aépe oéfitelnou nut-

nou a postéujici podminku.
b

5.22 \fta. Pro dare funkcef, g:[a,b] — R integral (6)/ f dg existuje pave tehdy,

kdyz pro k&dou posloupnosf(a™, £")} C 7 [a, b] zna“:eryc(ﬁ celeri intervalu [a, b] tako-
vou,ze lim |o"| =0, ma posloupnosf{.S(e™,£")} koné&€nou limitu.

D U k a z. Nutnost uvedé@podninky je Zejma. Zbyva dokazat jej post&itelnost.
Pfedpokbdejme tedyze limita lim S(o",£") existuje (a je konéna) pro kadou
posloupnost (c”,£")} C 7 [a, b] takovou,ze lim |o"|=0.
Nechtexistuj dvé posloupnosti zrigernych cleri
{(e"¢M}c7ab] a {(E" &)} 7ab]

takowe,ze lim, . |o"| = lim, .. |6"|=0 a

lim S(6",¢")=IcR a lim 5", )=1cR.

n—oo n—oo

Sestavme nyimovou posloupnost
1 1 ~2 32
[S(p"m")} = {S(c",€"). 85", €), 5(c* €2).5".&).... |

Podle n&eho pedpokladu ra talé posloupnost{S(p™,n")} konenou limitu.JeR, a
protaze obsahuje abposloupnosti

{S(c",€")} a {s(a",&")}.
mud platit / = 7 = .J. To znamea, Ze hodnota limity

I= lim S(o",&")

n—o0o

nezvid na voll® posloupnosti{ (o™, &™)} zn&erych cleri intervalu [a, b], pro kterou
plai lim |o"|=0.
Nyni, necht{(e",£")} C 7 [a, ] je libovolna posloupnost takéy ze
lim |[6"| =0, lim S(o",&")=1€R,

n—oo

a necht

b
(5)/fdg7é1-
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Pak existujes > 0 takow, ze pro kadé k € N lze najt (o, £"*) € 7 [a, b], pro rez plaf
o™ | <1/k a |S(o™, &™) — I| > €. NasSli jsme podposloupnost

{(™,&™): keN}C 7 [a,b]

posloupnost{ (o™, £&")} takovou,ze khm |o™*| =0 a gfitom neplat klim S(o"™ &™) =1.

b
To je ale spor s riam pfedpokladem. Platedy (6)/ fdg = I. Dlkaz \éty je dokorten.
D a

Nyni nazn&ime, jakou roli hrdjv teorii Stieltjesova integdu ohrantere funkce. Na-
sledujci tvrzeri plafi pro oba typy RS-integl.
b

5.23 \éta. Nechtexistuje integal/f dg. Potom je budo g konstantina [a,b], nebo

je f ohranierd na mndiré [a, b] \?4, kde A zn&i sjednocenvSech podinterval [a, b]
otewenych v [a, b], na ktefych je funkcey konstantin *
Dl kaz. Podle &ty5.6 st dokazat tvrzenveéty pro (o) integial.

Necht g neri konstantina[a,b] a f neri ohranteranaB = [a,b] \ A. Pak je mndi-
na B nepiézdra a existuje posloupnogt:, } C B takowa, ze

lim |f(x,)| = oc.

Necht z* je libovolny hromadiy bod posloupnost{z, } v intervalu [a, b]. Pfedpokhdej-
me,zex* € (a,b]. Potom alesp@jedna z mnain {z,} N [a,z*) nebo{z,} N (z*,b] (je-li
x* < b) mud mit nekon€né mnoho prvki. Nechitje to nagiiklad mna&ina {z,,} N [a, z*).
Potom ntizeme z posloupnosfiz,,} vybrat rostoucpodposloupnostz,, } C [a, z*) tako-
vou, ze plat klim Tp, = 2" A klim |f(z,, )] =o00. Specéalré pro k&dé K >0 existuje
ko € N takowe, ze

| f(xn,)| > K prokazde p > ko. (5.10)

Na druhou stranu, podlet5.14a5.16existuje @leri o* intervalu [a, z*] takow, ze
je

1S(a,&) — S(o,¢)| < 1 (5.11)

pro VSechna zngera Bler (o,&), (0,&) intervalu [a, z*| takovd,Ze o Do* a o D o™
Nechto* = {79, 71,...,Tm}
Protate {z, }NA=0 a x,, € (7,_1,2*) pro VSechnak dostatéré vella, nen g
konstantinna (7,,,—1, z*). Existuje tedy bod* € (7,1, z*) takowy, Ze je g(t*) # g(z*).
Nyni, necht o, =7; proj=1,2,....,m —1, o, = t*, 01 = 2* a

o=1{00,01,...,0m41}.

1 Otewenym podintervalem \ja, b] zde rozurime take cef/ interval [a, b] aintervaly tvarula, c), (d,b],
kdece (a,b] ad € [a,b) mohou kyt libovolné.
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Potomo € Z[a,z*] a o Do*. Dale nechté = (£,&,...,&.41) je libovolny vektor
zn&ek takoy, ze (o, &) € 7[a, x*] a nechtk, € N je takow, Ze plat (5.10) pro

N
lg(z*) =g ()|

Konecre, zvolmep > k tak, abyz,, € (t*,z*), a pol&me

K= f(&mer) |+

G=0,6nin =1, @ E=(6.6 - Ennbur).
Potom(c,€) € Z[a,2*] @ & Do N
Pro takto konstruovanro&ifera elen (o, &), (o, &) intervalu[a, z*| plaf
15(5.€) = S(0,&)| = 1/ (Emir) = F(a,)] lg(z") = g(t")]
> (If (@, | = 1 (Ema1)l) lg(z") — g(¢")]
> (K = [f(&mr0)l) l9(a") — g(¢)] =1,

coz je ve sporu sH.1]).
Podobi@ bychom dovedli ke sporui@dpokladze f neri ohrantera naB, i v pfipa-
dech, kdy mnaina {z,,} N [a, z*) ma kon&né mnoho prvk neboz* = a. O

5.24 Pozramka. (i) Necht f € Gla,b], xo€(a,b), ¢, deR a

c kdyz z € [a, zy),
o) = { (c+d)/2 kdyz 1=ao
d kdyz x € (zo,d).

Dale nechtf: [a,b] =R ma jednostran@limity f(zo—), f(zo+) ER.

Pron € N uvazujme posloupnostéleri {o"} intervalu[a,b] takowch, ze |o"| — 0,
pficent pro ka&de n € N existujek,, pro ktee plat o _, <z, <o} . Dale nechtvektory
zna&ek 8", n" a (" jsou takowe, ze pro kade n € N plafi

(6",0"), (6",n"), (¢",¢") € Z[a,b],
912,1 = Zo, U]Tgln_l < 77;;” <Xy A g < C]?n < 0"?.

Potom dostaneme

S(e",0") = f(zo) (d—c), S(e",n") = f(ng,) (d—c) a S(e",¢")=f(¢,) (d—c)
pro kazde n € N. Tudiz

lim S(e",0") = f(xp) (d—c¢), lim S(e",n") = f(zo—)(d—c),

n—oo n—oo

lim S(a",¢")) = f(zo+) (d—c).

n—oo
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Odtud plyneze k tomu, aby k&da posloupnost (o™, £") takowa, ze
(0", €")e Z]a,b] a |o"|—0,

konvergovala prao» — oo k néjake kon€né (a jednoznéné urcere) hodnoé 7, je nutre,
aby platilo

bud g(zo—)=c=g(xo) =d=g(zo+), nebo f(zo—)= f(xo)=f(20+).

b
Vzhledem k éte5.221ze tedy @ekavat,ze pro existenci integiu (5)/f dg¢ bude nute,
aby funkcef a g nengly zadry spol€ny bod nespojitosti. ‘

(i) Nyni, nechto, € 2[a,b] je libovolné celeri obsahtiici z,. Pro k&dé jeho zjemeri
o potom existujek = k(o) takow, ze zo = of,. Mame

(P& + @) 5 estlize & <0< 5.
S(ov) — Uuw+ﬂ@»déic jestize €, = ) <&,
(F(G) + o) TS5, estiize & <=5,
\f(l’o) (d — C), jestliie fk,1 =xg= fk

Bude-li tedy funkcef regulovai nala, b], bude mndina © hromadrych bodi mnaziny
{S(c.€):(0.&) € 7 a,b]ac Doy} nejwysectyrbodora:

0 = {(F(ro=)+ Flrot) T35 (Flao) + Flmot) T3

(Flaom)+ Fao) T35 27 T5° ),

_ b
kde % =A*g(zo) =A"g(z0). Pro existenci integilu (0)/ f dg je ovSem nute, aby

se mnaina Q redukovala na jednobodovou nou. Snadno nakbnemeze toto nastane
prave tehdy, kdy pro funkcef a g bude platit sotasre

AT f(x9) ATg(zo) =0 a A™ f(wg) A g(x0) =0.

5.2 Podminka pseudoaditivity a jeji disledky

Podrobji vyjasnit vajemry vztah mezi(0) RS a (o) RS-integalem umdani pojempseu-
doaditivity.
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5.25 Definice.Reknemeze funkcef, g: la,b] — R sphuji v bod® x € (a,b) podnminku
pseudoaditivity, jesthe

pro kazdé £ > 0 existujed. > 0 takow, ze je-li )
8',6"€(0,9,), E€lz—0",a4+0"], £’ € [x—d',x] al" € [z, x+0"],
pak plat (PA)

£(&) [9(z +6") — g(z—6")] = f(§") [9(x) — g(2—0")]
— (€M) gz +0") —g(@)]| <e. )

5.26 Pozramka. Pouwziti podninky (PA) miize byt nékdy pohodlgjsi, pokud ji gefor-
mulujeme do asleduici ekvivalentn podoby:

pro kazdé > 0 existujed, > 0 takowe, ze je-li
v € (z—0.,x), 2" €(x,x+06.), E€l!, 2], £ e, x] al” €[z, 2"],
pak plat

(&) [g(")—g ()] = F(€") [9(x)—g(2")] = F(£") [9(a")—g(2)]| <e.
5.27 Hiklad. Necht

0, kdyz x<0, 1, kdyz <0,
f<a:>={ vz ag<x>:{ vz

(PA)

1, kdyz x>0 0, kdyz >0
ar<0<a’ el 2", £ela’,0) ag” €|0,2"]. Potom

|£(&) lg(z") = g()] = £(&') [9(0) — g(2")] = f(€") [9(z") — g(0)]]
=[f(&) — (€] =1
vzdy, kdyz bude¢ <0 a ¢” > 0. Vidime, Ze funkcef, g nesphuji podminku (PA) v bock
0.

5.28 Lemma. Jestlze funkcef, g:[a,b] — R spliuji v boc = € (a,b) podmnku pseu-
doaditivity, pak alesp®jedna z funkic f, ¢ je v bo® x spojita.

Na druhou stranu, je-li jedna z funkg, ¢ spojita v bod = a druha je ohranteré na
jeho okol, pak funkcef, ¢ splhuji podninku pseudoaditivity v badz.
Dukaz. a) Nechtf, g splhuji podninku (PA) pseudoaditivity v bod z. Dosadme-li
¢ =¢’', dostaneme

Ve>03d6.>0:
(fL" c(x—6.,2), 2" €(x,x+6,), ' e€la,z], "¢ [;C7x'/]>
— [£(&) = £ |9(a")—g(x)| < =.

Odtud je Zejme, Ze nefirli funkce g v bode = spojita zprava, musbyt v bode = spojita
funkce f. Podob&, pol&ime-li v (PA) ¢ = ¢”, dokdzeme ze nefirli ¢ spojita zleva vz,
mud byt [ spojiav z.
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b) Necht

/ 2

€ (a,b), ' €la,z), 2" €(x,b], E€la/,2"], ' €lr/,2] a £"€lz,2"]

Potom
|£(€) [a(=") = g(")] = F(&) [9(2) — g(a")] = F(£") [9(") — g(=)]]
I( fé’)( (2)=g(a") = (F(€")=F(&)) (9=’ > 9(=))]
<|f&) = f(&)] |g(x) (x’ +|f(E") = F©)] |g(a") = g(x)]
< (If(&) = f@)| +|f(x) = &) |g(x) — g(a")]
(\f( ") - ()!+|f(x) FO1) [9(2") = g(z)|.
Odtud & plyne,ze plat i druhé tvrzen lemmatu. O

5.29 Lemma.Necht f, g: [a,b] — R a nechtexistuje integal ( /fdg Potom dvojice
f, g spihuje v k&dem bo@ x € (a,b) podninku pseudoaditivity.

b
D Uk az. Redpokhdejme,ze integal (6)/ f dg existuje a pitom v néjakem bock

x € (a,b) neplat (PA)). To znameh, ze existujaez-: > () takow, Ze pro kade ¢ > 0 Ize najt
body

/ / 1

re(xr—0d,x), 2" €(x,x+9), ned',2"], n’ elz’,z] a n"elxr,2"]
takowe, ze

|f(n) [g(=") = g(a")] = () lg(2)—g(2")] — f(i") [9(=") — g(a)]] > e.  (5.12)

Bud dano libovolré 6> 0. Necht (o, &) € 2[a,b] je takow, Ze v(o)=m, |o| <4 a pro
nejake k€ {1,2,...,m} je o)1 =2’ <z <2" =05, a§ = n. Definujmes =oU{z} a
E=(&,. -, &1,m 1" &ki1s - -, Em). Podle B.12) mame

= | f(&) lg(ow) — g(on_1)]

— f') [9(x)—=g(or-1)] = F(0") lg(on) — g(=)]|

= [f(mlg(a")=g(@")]—f (') [g(x)—g(z")]—f (") [g(z") ~g(2)]| > e.

To znamea, Ze nef splréna podrinka (5.3’), a tué podle \ety'5.14a cvicen 5.15 (ii)
b

neexistuje integl (5)/ fdg. O

Nasleduici tvrzeri je disledkem @ty5.14a lemmab.28a5.29
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b
5.30 \éta. Necht f, g:[a,b] — R a nechitexistuje integal (6)/ f dg. Potom v kadem
boce x € (a, b) je alespad jedna z funkic f, g spojita. ‘
Vime,Ze (§)RS-integal je specalnim pfipadem(c)RS-integalu (viz vetu5.6). Na

druhou stranu, jak Wze rasleduici véta, pojem pseudoaditivityam poskytuje mbnost
objasnit i vztah mezi@mito integaly v opa&ném snéru.

b
5.31 \eta. Necht f, g: [a,b] — R. Pak integél (6)/f dg existuje pave tehdy, kdy ex-

b
istuje integél (0)/ f dg afunkcef, g sphuji podninku pseudoaditivity v Kaem bod

x € (a,b).

b

D Ukaz. Fedpokhdejme nejprveze existuje(é)/ fdg. Podle ety 5.6 potom
b a

existuje i (o) [ fdg a ma stejnou hodnotu. &le podle lemmat$.29 mug funkce f, g

sphovat podrinku pseudoaditivity v kedem bo@ « € (a, b). St&i tedy dokazat,ze kdyz
b
existuje integal (0)/ fdg a funkce f, g spihuji podninku pseudoaditivity v kadem

b
boce x € (a,b), pak existuje i intedal (5)/ fdg.

b
Predpokhdejme tedyze integél (0)/ fdg=1 existuje aze funkce f, g spluji

podminku pseudoaditivity v kadem bod re (a,b). Nechtje danoe >0 a nechtdéleri

o-={s0,51,...,5-} € Z2[a,b] je takoe,ze r >2 a plat

|S(p,m) —I| <e, jakmile pD>o. a ner(p). (5.13)
Ozn&me

O = min{s; —s;_1:i=1,2,... 7} (5.14)

Protaze funkcef, ¢ sphuji podminku pseudoaditivity nda, b) , nutré existujed. € (0, d,)
takow,ze prokadei=1,2,...,r—1 plat

|£(€) [a(s]) — g(s})]
= F(€) [9(s:) = 9(s)] = F(€") [9(s) = g(s)]| < - - 1
or0 (5.15)
S; S (Si - 687 Si)? 8;, € (81'7 Si+ 5E)a
§elsiysi], & elsi sl €7 €lsi ] )

Necht (o, &) € 7 [a,b], o ={00,01,...,0n} & |o|<0..
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Podle £.14) je pro k&dé j € {1,2,...,m} mnazina (o;_1,0;) No. bud jednobodo-
va, nebo pazdra. Necht

U, je mnaina €chj € {1,2,...,m}, prokte@ (o, ,0;)No.=0,
U2:{1,2,...,m}\U1.

Potom pro kadeé j € U, existuje pave jednoi(j) € {1,2,...,r — 1} takow, ze

Si(5) S (O'j_l, O'j) .
Pctet prvkKi mnaziny U, tedy neiveétsi nez r — 1.

Polazme nyn p = o Uo.. Potom

p| < 6. < 6. (5.16)
a pro ka&dé j € U; existuje pave jednok(j) €{1,2,...,v(p)} takow,ze

(k)15 Pr(p)] = loj-1,04]. (5.17)
Pokudj € U,, pak existuje pave jednol(j) € {1,2,...,v(p) — 1} takow, Ze

Pe(i)—1 = Tj—1, Peg) = Si(5), Peg)+1 = Tj- (5.18)
Zvolme vektorn tak, aby bylo(p,n) € 7 [a,b] a

ki) = &5, kdyz je U, (5.19)
a porovnejme inte@ini solty S(o, &) a S(p,n). Mame
= Z f(&) lglog) — gloj-1)] + Z f(&)[9(e;) — gloj-1)].
jelx jeUs
NechtV; = {k(j):je U} aVo={1,2,...,v(p)}\ Vi. Pak podle.17)—(5.19
= > flm) 9(pe-)1+ > FOm) [9(ox) — 9(pr-1)]
keVq ke Va
=" flmei) [9(pri) — DI ) — g(pr-1)]
jeU; ke Vs
=) £(&) [9(0;) = g(05-1)]
jel
O [f 9(peci)) = 9(pec—)1+F (eiiy1) (90 +1) —9(pesy)]
jeUs
=Y f(&) [9(0;) = g(0j-1)]
JjeUy

> [y [90sicq)) — 9(o5-0)]+ (1) [9(05) = 9(sici)] -

j€U2
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Tudiz
S(a.&) = S(p.m) =Y _ f(&)lg(o;) — goj-1)]
Jje Uz
> [Fe)lg(siy) —g(oi—0))+F (1) lg(o) =g (si)]]
jeUs
§. [S(o.€) - |, kde
JjeU2

Wj = f(&) lg(o;) — g(oj-1)]
= f(ney) l9(siy) — 9(o-1)] = f(ey+1) [9(o) — g(sig))-
Pripomeime,ze vzhledem k4.16) a (5.18 mame

(01,05 ] C(8i(j) = 6c Si() + 02), & € [0j-1,05],
NeG) € [0j-15 $i))s Meiy+1 € [543y, 3]

Podle £.15 je tedy |IV;| < —1 pro kazdé j € Us,, a tudz (take dky tomu,ze pcet ele-
r—
menti mnainy U, neri vé&Si nez » — 1) dosivame,ze

‘S(va)—S(Paﬂﬂ < Z |Wj| < €.

JjeU2
Konetné, vzhledem k%.139) a vzhledem k definicp, plat

15(a,€) — 1| < |S(0,€) — S(p,m)|+ |S(p,m) — 1| < 2e.

b
Dokéazali jsme tedyze (6)/ fdg=1. O

b
5.32 Disledek. Necht (a)/f dg=1IeR anechtv kazdem bo intervalu(a, b) je ale-

spadi jedna z funkicf, ¢ [a, g] — R spojith a druha je ohrantera na jeho okdl Potom je
takée (5)/[}dg:].

Dlka za. Podle lemmaltf.28 spliuji funkce f, g podninku pseudoaditivity v kadém
boce x € (a,b), atudZ podle \ety5.31 existuje tale (5)/; dg aplai

(5)/aljfdg=(0)/al}dg- -

5.33 Poziamka. Specalré jestlze g(x)=x a f je ohran€era nala,b] (tj. pro Rie-
b b

manrnv integ@l), jsou definice integil (6)/ f(z)dz a (0)/ f(z) dz ekvivalentn.
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5.34 Cvicen. Dokazte tvrzei:
Necht c € [a, b], /fdg LeER a /fdg I, €R anechtf, g sphuji pod-

b
minku pseudoaditivity ¥. Potom integal I:(é)/ fdg existuje aplat I = I, + I>.
(Navod: vyuijte véty5.20a5.31) ’

5.3 Absolutni integrovatelnost

Nyni uvedeme d&l potfebry pomocry pojem.
5.35 Definice.Necht—oco <c<d<oo a f, g:c,d] —R. Potom definujeme

Siagle,d] = {[Stag(p,m) — Sraglp’.m"): (p.m), (p'.m") € 7 [c,d]}

w(Stag;le,d]) =sup Syra,le,d].
Plaf nasleduici modifikace Bolzanoych-Cauchyoych podnnek.
5.36 \eta. Necht f, g:[a,b] — R. Potom:

b
() Integral (5)/f d g existuje tehdy a jen tehdy, Kdplaf

Ve>039.>0:

v(o)

(ceafablalol<d) = Y w(Spaploro]) << (5.20)
7j=1

b
(i) Integral (o) / f dg existuje tehdy a jen tehdy, kdplaf
Ve>0do.€2a,b]:

W« (5.21)

<a’€9[a,b] a0'30'5> = Zw(Sng;[aj_l,aj]) <e.

DUkaz. a) Ulkzeme,ze podninka 5.20) je ekvivalenti s Bolzanovou-Cauchyovou
podninkou pro existenc{é) RS-integéalu.

«) Predpokhdejme,ze plat (5.3). Necht >0 je dano, e =2/2 a nechtd. je urceno
podninkou 5.3). Méjme leri o intervalu[a, b] takowe,ze |o| < 6.. Ozn&mem = v(o)

a pro kade j € {1,2,...,m} vyberme znéera ckleri (o7,&%), (67,€) ¢ Toj_1,0;]
tak, aby platilo

W (Syag[05-1,05]) < Sraglo? &) — Syay(@, &) + % (5.22)
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Definujme

~1 ~2 ~m

p:UO.j, ﬁ:U&j7 n:(€17€27"'7£m) an (€ 57"'75 )'
j=1 j=1

(p,m) € 7 [a,b], (p,m) € 7 [a,b], |p| <b. a[p| <f..

Tudiz podle £.3) a (5.22) dos&vame

> (Spss oy 1) < O [Spsa(o.€) — 80,3 )+ 2]
j=1 Jj=1
= Siag(p,m) — Spag(p,m) +e <2e =2
Protaze £ > 0 mohlo byt libovolné, plyne odtudze podninka 5.20) je splréna.

3) Pro dikaz obacere implikace pedpokbdejmeze plat (5.20). DokdZzeme Ze potom je
splréna podrinka (5.3).

Méjme e > 0. Necht 4. je urteno podrimkou (5.20) a zn&era cBleri (o, £), (&,E)
intervalu [a,b] jsou takow, ze |o| <6. a o Do. Ozn&me m=v(o). Pak pro kadée
j€{1,2,...,m} existuje(a?,¢’) € 7[o;_1,0;] takow, ze

Diky pfedpokladu.20) a s gihlédnutm k (5.35) dostaneme
Srag(0,€) = Spay(F,8)]

<N 116) [9() = 9(o5-1)] = Spagle?, &)

<> w(Spagiloji.0]) <e.

Plat tedy (5.3)).

b) Analogicky by se dokzala ekvivalence podmky (5.21) s Bolzanovou-Cauchyovou
podninkou pro existenci{c) RS-integélu. Podrobi diikaz je ponechnteréfi jako cvice-
ni. O

5.37 CviCeni. Dokazte tvrzemvety5.36pro (o) RS-integaly.
5.38 Lemma.Necht f, g:[a,b] =R a [c,d] C [a,b]. Potom

wie.a)(f) [9(d) — g(c)| < w (Spags e, d]) < wieay(f)vard g. (5.23)
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Dlkaz. a) Nechio=p=1{c,d}, {,n€lc,d] a&=(£),n=(n). Potom
(0,8), (p,m) € 7[c.d] a [f(§) — f(n)llg(d) — g(c)| € Syay(lc,d])
atudz
wiea)(f) 19(d) = g(e)] < sup Spagle,d] = w (Spag e, d]).

b) Na druhou stranu, jeste (p,n), (1,0) € 7[c,d] a poldime-li o =p U7, bude
oc€?cd] a

v(o)
Spag(p.m) = Spag(m,0)] = | 3 () = £(6)) lo(or) — gl

kde 77; =Mk kdyZ [O’jfl, O'j] C [pkfl, pk] a 0; =0, kdy2 [O'jfl, O'j] C [kal, Tk]. Odtud do-
stavame dle

v(o)
Stag(p.m) = Spag(T.0)] <D | f0n) = £8)] |9(o;) — gloj1)]
j=1
< Wiea)(f) Vg, o) < weay(f)vartg,
neboli
w (Syagile,d]) = sup Spagle,d] < wpea)(f)vard g.

Dokazali jsme platnost nerovnd¢b.23). O
5.39 Poziamka. Je-li var g = oo, pak je osem drufa z nerovnostv (5.23) trivialni.

Nasleduici tvrzeri poskytuje dai nutré a postaujici podminky pro existenci obou
typl RS-integall.
5.40 \eta. Necht f:[a,b] = R, g € BV]a,b] a v(z)=var® g pro x € [a, b]. Potom:

b b
() Integrél (a)/f dg existuje tehdy a jen tehdy, Kdgxistuje integal (a)/f dv.

b
(i) Je-li f ohraniCeré nala,b], pak integal (5)/ f dg existuje tehdy a jen tehdy, Kdy
b a
existuje integal (5)/ fdu.
Dlkaz. a) Prokady interval [c,d] C [a,b] mame vaf v=1uv(d) — v(c). Tudiz podle

lemmatu5.38musd platit

v(o) v(o)

> oy o (F) [0(05) —v(05-0)] =D w (Syavi[oj-1,05])

J=1 J=1
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pro libovolré celeri o € 2[a, b]. Podle lemmatib.38tedy cale doshvame

v(o) v(o)
Zw (Sng; [o-jflv 0j ]) < ZW[UJ'—LU]'](.]C) Vargi,l g
j=1 j=1
v(o) v(o)
= Zw[gj—lyo'j](f) [U(Uj) - ’U(Ujfl)} = Zw (SfAv; [Jj*b 0j ])
Jj=1 Jj=1
Nerovnost
v(o) v(o)
> w(Sragloj1,05]) <> w(Sraviloj1,05])
Jj=1 Jj=1

tedy plat pro kazdée €leri o € 7[a,b]. Pomoé véty5.36 nyni uz snadno dozeme,ze
b b

Z existence integf:iu/ f dv plyne existence integtu / fdg (ato pro oba typy RS-

integralu). ‘ ‘

b
b) Predpokhdejme,ze existuje integal (o) / fdg. DokaZzeme,ze pak existuje tak

b
integral (0)/ fdu.
Bud danoc > 0. Podle \ety5.36existuje @leri o. € 7[a, b] takowe, ze

v(o)

Y w(Sragiloj1,05]) <e (5.24)

j=1
plati pro kazdeé jeho zjem#ri o O o.. Zfejmé mizeme & pfedpokhdat,ze take
0<var’ g—V(g,o)<e (5.25)

plafi pro kazde celeri o takow,ze o D o.. (ZdUvodréte!)
Nechto € Z[a,b] a o D o.. Potom podle lemmaitl.38mame

v(o) v(o)
Zw (SfAv; [Uj_l, aj ]) S Zw[Ujfl,Uij) Varg‘;_l g
7j=1 7j=1

a dale, podle.24), (5.25 a lemmatib.38

v(o) v(o)
Zw (SfAU; [Uj—1> o ]) S Zw[ojflﬁ'j}(f) [Q(Uj) - g(Uj—l)}

(o)
Doy o) (Varg_, g~ [9(o3) = g(oj1)])

< e+ wap(f) (varg g = V(g o)) < e (1 +wiup(f)).
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b
Podle \&ty5.36 mlizeme tedy uzdit, Ze existuje inted (a)/ fdo.
b
c) Zbyva dolazat,ze je-li f ohranterd nala,b], pak z existence integlu (6)/fdg
b a
plyne,ze existuje tak integal (5)/ fdveR.

b
Nechtje tedy f ohranteré nala,b] a nechtexistuje integal (5)/ fdg. Potom po-

b
dle vét’5.6 a’5.30 existuje (o—)/ fdg a funkce f, ¢ nemaj spol€ny bod nespojitosti

vV (a,b). Dale, podle lemmati?.2Z take funkce f,v nemaj spol€ny bod nespojitosti
b

v (a,b). Konetné, prot@e podletasti b) tohoto dkazu existuje integd (0)/ fdou, ex-

b
istence integalu (5)/ f dv plyne z disledku5.32 (Prot@ze

g €BV]a,b], jsou funkceg i v ohranteré nala,b].) O

b
5.41 \&ta. Nechit f: [a,b] = R, g € BV[a, b] a existuje integ’nl/ fdg. Potom

existuje tak mtegtal/ |fldg.

DlUkaz. Podle&ty?2.142alemmatlb.12se mizeme omezit naifpad,ze g je neklesdgi
nala,b]. Potom je vaf g = g(d) — g(c) pro libovolra c, d € [a, b] takova, ze c < d. Podle
lemmatu5.38tedy pro libovolé céleri o € 2[a, b] plaf

v(o)

Z (Sng7 05— 170] ZW[UJ 101 ) g(o-j—l)}

j=1
v(o)
Zw Sifiagloj-1,05]) ZW[Q Lol (1FD) [9(a) = g(o-1)].

Na druhou stranu,fejmé
1f (@) = |fW)l| <|f(z) = f(y)| prolibovolra z,y € [a,b].

Mame tedywy. q)(| f]) < wieq)(f) pro libovolry interval [c, d| C [a, b]. Tudiz

v(o)

v(o)
Z w (Sf1agi [0j-1,05]) Zw[a] 1,04] ’f| 9(0;) — g(oj- 1)}
j=1

v(o) v(o)
< Zw[ojfl,aﬂ(f) l9(0;) —g(o;1)] = Zw (Sragiloj-1,05])-
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Tvrzen véty nyn uz plyne okaniité z ety 5.36 O

Primym diisledkem lemmatt.10a vet5.40a5.41je nasleduici tvrzeri.

5.42 Disledek. Necht f:[a,b] =R, g€ BV[a,b] anecht v(z)=var?g pro x € [a,b].
Potom:

b b
(i) Jestlize existuje integ (a)/ f dg, pak existuje tak (a)/ |f| dv a plat
b b
() [ £dg] < @) If1dv < 17| varts

b
(ii) Jestlze existuje inted (6)/ fdg afunkcef je ohranitera nala,b], pak existuje

b
také integél (5)/ |f| dv a plat

\<5>/abf dg| < (5)/ab|f| dv < | f var, g.

5.4 Substituce

VSechna tvrzenohoto odstavce plave stejiem zrén pro oba typy RS-inte@lu. Z&ne-
me dabim disledkem definicé.35

b
5.43 Lemma. Jestlze existuje integ / fdg a (o0,&) je libovolré zn&ere ckleri

intervalu [a, b], pak plat

b v(o)
[ 1d5-560.6)| <> w Srasilor.a) (5.26)
a 1

j=

DlOkaz. Oznémem=v(o). Bud danoc>0. Nezvisle na tom, o jaktyp RS-

integalu se jeda, mizeme zvolit znéeré cBleri (o,¢) € 7 [a,b] tak, aby byloo Do
a

b
[1d9-5@.8)] <=
Prot@ze o je zjemrérim o, miizeme ho rozélit tak, Ze bude

c=|J&’ kdes’czlo;_1,0,] proj=12,...,m.

m
J=1
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Podobig £ = (£ ,£ ,...,&), kde & jsou réalné vektory takoe, ze
(5'j,gj)€§[0j_1,oj] proj=1,2,...,m.

Mame tedy

[1d0-500.9)

<

[ 140~ 56.8]+[s6.8 - s0.¢)

<et Y |1 l9(oy) — 9(o;-1)] = 567, &)
j=1
< e+ Zw (Sng; [Uj_l, o ).
j=1
Protdze ¢ > 0 bylo libovolné, znamea to, ze plat (5.26). O

b
5.44 Disledek. Jestlze integél/ f dg existuje alc, d] C [a, b], pak pro k& ¢ € [¢, d]
plati ‘

d
[ Fda= 1€ 1ald) - o0)] < w (Syaile.d).

Nasleduici specalni forma ety o substituci je tak disledkem lemmata.43
5.45 \eta (SuBsTITUCE). Necht f, g, h:[a,b] — R, pficenk f je ohrantera na inter-

b
valu [a,b] a integral/ g dh existuje. Potom jeden z inteajii

/abf(x)d[/azgdh} a /abfgdh

existuje (nd kon€nou hodnotu) pve tehdy, kdy existuje i ten drupp V takoem gipade
pak plat

/abf(m)d[/:gdh} —/abfgdh. (5.27)

b
D Ukaz. Nejprve si simmneéme,ze z existence inte’th/ g dh plyne,ze funkce

w:ze[a,b]ﬁw(x):/xgdh
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je defino\ana na cém intervalufa,b] a ma kon€né hodnoty pro kadé x € [a, b] (viz
vétu5.16). Pro libovolre zn&eré celeri (o, §) intervalu[a, b] mame

0.8) — Siaw(,§)]
(o) v(o)

() 9(&) (o) = h(oj-1)] = Y f(&) [w(oy) — w(oj-1)]

1 7=1

[Stgan(o

Hg

J
V(

3,

&) [o(6) (o) = hioy] = [ gan

< If] (Z o(6) i) =iy - [ gdh) '

Podle disledku5.44dostivame dle

<.
||

v(o)

[Sroan(e.€) = Sraw(e. &) <1 Y w (Syaniloj-1,0;])-

J=1

Odtud podle @ty 5.36 uz plyne relace.27). (Pfes\edite se,ze dikaz opravdu uiite
dokortit.) O

Polazime-li ve \et5.45 h(t) = t, dostaneme &sleduici tvrzeri.
5.46 Disledek.Je-li f ohranteranala,b], g:[a,b] — R je riemannovsky integrovatein
nala,b] a p(x):/ g(t) dt, pak jeden z integli

[rav a [ 1o

existuje pave tehdy, kdy existuje i ten druf. V takovem [Fipace pak plat

[rav= 1500

5.47 \ta. Pfedpokhdejmeze funkcep je na|«, 5] ryze mondinni a spojith a zobrazuje
interval o, 3] nainterval[a, b]. Potom pro libovol@ f, g:[a,b]—R plati:

b B
existuje-l / () d[g(x)], existuje tak / F(é(x)) dlg(6(x))]

/ 1o / I (5.28)

kde ,,+" plati, je-li ¢ rostoug a ,,-“ plati, je-li ¢ klesajci.
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D U k az. Fedpokhdejme nafiklad, Ze ¢ je klesajci. Potomb=¢ () a a=¢(3). Pro
daré zn&eré celen (o, &) intervalu o, 3] polozme

Puie)—j = 0(05) @ Muoy—j = 0(&) pProj=1,2,...,v(o).

Potom(p,m), p={po,p1,--- v}, M= (11,72, -, (o)) j€ ZNEere kleri intervalu
[a,b]. PiSemep = ¢(o) a n = ¢(&). Zfejme, je-li o D o’/, pak je take ¢(o) D ¢(o’).
Podob, prot@e ¢ je stejnon@rré spojiti naf«, 5], plat |¢p(o)| — 0, jakmile |o| — 0.
Navic

v(p)

Y(o)
> 16(&)) [9(6(07) = 9(@(o;0)] = = >_ F(n;) [9(ps) = 9(pj-1)]

i=1

plati pro kazdé (o,&) € 7|, 3]. Ted uz zajise kazdy Cterd, ktery pozorré prostudoval
vétinu dikal teto kapitoly, samostaéndokor&i diikaz rovnosti’%.28 pro oba integaly
(vCetreé pfipadu,ze ¢ je nerostou). O

Dalgi variantou ety o substituci je asleduici véta. Jgjdiikaz mizeme ponechdtera-
fi jako cvicen.
5.48 Veta. Nechtfunkce¢:[a,b] — [¢(a), ¢(b)] je rostoud a spojita na [a,b], funkce
P:[o(a), d(b)] — [a,b] je inverzn k ¢ a nechit f:[a,b] — R. Pak existuje-li jeden z in-
tegralll
b $(b)
@ [ e, (o) [ @) divia)

#(a)

existuje i ten drufz a plaf rovnost

p(b)

b
<®/fumx=w> () Al ().
a o(a)

5.49 Cvicen. Dokazte \etu5.4&8 Zformulujte a dokate analogick tvrzen pro (§) RS-
integraly.

5.5 Integrace per-partes

Nasleduici tvrzeri je zobecgrim véty o integraci per-partes pro Riemanrintegél. Plat
ve stejriem zrén pro oba typy RS-integiu.

5.50 \eta(VETA O INTEGRACI PERPARTES). Existuje-li jeden z integli

l%d% deﬁ
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existuje i druly a plat

b b
/ fdgt / gdf = f(b) g(b) - f(a) g(a). (5.29)

DUukaz. a) Buddano libovolre zn&ere cBleri (o, €) intervalu [a,b]. Polazme
m=v(o). Pfeorganizoarim ¢lenl v sotu S (o, &) dostaneme

Sng( &) = f(&) [g(or) — g(a)] + f(&) [9(o2) — g(01)]
A+ f(&m) [9(0) — g(0m—1)]
= f(a)g(a) [f(&1) — fla)] g(a) = [f(&) — flo1)] g(o1)
—[f(o1) = f(&)] g(o1) — -+ - = [f(&n) — f(om-1)] g(om-1)
(om-1) = [(&m-1)] 9(Tim-1)
( Jg(b) + f(b) g(b)
g(a) = Sgar(0’, &)

b) — f(a)

neboli
Stagle, &) = f(b) g(b) — f(a) g(a) — Sgar(a’, &), (5.30)
kde

0/ = {a’§1a017£2a027"'70m—17 €m7 b},

5, = ((%01701702,02, e 7Um—17Um—17b)7

(0',€&")e 7[a,b] a o' je zjemrérim o. (Stane-li seze {;=0,_1, resp.§;=o; pro
néjaké j, mudme osem tyto body¢; v ¢’ a jim odpovdajci body v’ vynechat.)

b
b) PFredpokhdejme ze existuje intedal (a)/ gdf.

Bud danoe > 0. Zvolme Bleri o. € 2[a,b] tak, aby pro kadé jeho zjemen o' a
vSechna fisluSra zn&era cleni (o’,€’) € 7 [a, b] platilo

b
SgAf(o",ﬁl)—(U)/gdf‘ <e
Podle 6.30) pro kazdé o D o. a ffislusré zn&ere kleri (o, &) plat
b
5125(0.) = £0)9(8) + f(a) () + (0) [ 9
b a
= (U)/ gdf—Syar(e’, &),
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kdeo' Do Do., atudz
b
S125(0.€) = £0) 9(8) + f(a) gla) + 0 [ 9l

_ ‘(a)/abgdf—SgAf(al,él)‘ <e.

b
Odtud plyne existence integju (0)/ fdg arelace£.29. To, ze z existence integtu

b b
(o—)/ f dg plyne existence integtu (0)/ gd f aplai rovnost £.29, by se dokazovalo
analcé)gicky. ‘

c) Tvrzen veéty pro (§) RS-integaly plyne ze vztahuH,.30) podobré jako v drule casti
dlikazu pro(c) RS-integaly a detailit dikaz mizeme nechatteréfi jako cvicer. O

5.51 Cvien. Dokazte etu5.50pro (4) RS-integaly.

5.6 Stejnomérna konvergence a existence inte@tu

AZ na \etub.55a cviceni 5.56vSechna tvrzertohoto odstavce plave stejriem zrén pro
oba typy RS-intedxlu.

5.52 \eta. Necht g € BV|[a,b], f je ohrantera na [a,b] a nechitposloupnost funkc

b
fn:la,b]—=R, ne€N, je takoa, ze integél/ fndg existuje prokace neN a
Tim | = £ = 0. (5.31)

b
Potom existuje takinteg@al / fdg aplat

n—oo

b b
lim [ f,dg :/ fdg. (5.32)

Dukaz. a) Jestlie je vaf g=0, pak podle lemmat2.13musd byt ¢ konstanthna
[a,b] atvrzen véty je evidentn Predpokhdejme tedyze var g > 0.
Nechtje danoe > 0. Vzhledem k fjedpokladu’$.31) miizeme zvolitn. € N tak, aby
platilo
3
varb g

nzn. = (Ifa=fll<

) a (Ilfall <lf1+1). (5.33)

Dale za naich g'edpoklad je podle lemmat&.10(i)

b
\/ fudg| < fulvar g < (If] + Dvar g
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pro n >n.. Mlzeme tedy vybrat rostouposloupnost{n,} CN a I € R tak, aby platilo

b
lim/fnk dg=1.

k—o0 a

Specalré existujek. € N takow, ze

Nk, Z Ne

b
/ fo dg — 1‘ <e. (5.34)

Dale nechto. je takowe cBleri intervalu [a, b], Ze

<(J,£)€9[a,b] a 0'30'5> - ‘anksAg(a',S) —/abfnkadg} < E. (5.35)

Protde je ny. >n. (viz (5.39), plyne z £.33), Ze pro ka&dé zn&eré len (o,€&), kde
o je zjemrénm o, plaf

(S184(0,€) = Sp ag(0,&)| < IIf = fu, | Varg <c.
Vzhledem k6.34)—(5.35) tedy doshvame
|Srag(0,&) = I| < |Siag(0,€) = S, ag(0,8)]

‘ank aglo /fnk dg‘ dg [’ <3e

pro kazdé zn&ere kleri (o, &), kde o D o.. Odtud okariité plyne,ze plat

/abfdg:I.

Konectne, prot@e podle lemméh.10a5.12mame

b b
[ 5uda—[ 1] <1, fll (vart ).
rovnost £.32) nyni plyne z gredpokladu%.31). Dlikaz byl proveden prdo) RS-integal.
b) Dlikaz pro(d§)RS-integély je analogicly a ponechvame ho jako c\deri. O
5.53 Cvicen. Dokazte tvrzemvety5.52pro (0) RS-integaly.

5.54 \eéta. Nechit f € Cla,b] a g € BV|a, b]. Potom existujoba integély

/abfdg a /abgdf.



116 RIEMANN OV-STIELTIESOV INTEGRAL

Dlkaz. Vzhledem ke&am/2.14 5.6 a’5.50a lemmatu5.12 stai dokazat existenci

b
integralu (5)/ f dg pro gfipad,ze ¢ je neklesdgi naa,b].

Nechtje tedy f spojita nafa, b], g neklesdici nafa,b] as >0 je dano.
b
Je-lig(b) =g(a), pak g je nutré konstantnna [a, b], a tudz (5)/ fdg=0. BezUjmy na
obecnosti izeme tedy pedpokhdat,ze g(b) — g(a) > 0. Dale \C/Lyliijeme tohoze kada
funkce spoji na kompaktim intervalu je na tomto intervalu takstejnongérré spoijit.
Existuje tedyo. > 0 takow, Zze

|f($)—f(y)|<m }

proSechnar, y € [a, b] takova, ze |z — y| < ..

(5.36)

Méjme d& zn&era Bleri (o,&),(0’,€’) intervalu [a,b] takova, Ze |o| < 6. a0’ Do

Uké&zeme,ze plat |S(o,&) — S(o/,&’)| < . Podle \ety5.14to uz bude znamenake
b

existuje(é)/ fdg. (Viz také cvicern 5.15(ii).)

a

Necht v(o) =m. Ozn&me prvky @leri o’ a slazky vektoru¢’ tak, ze bude

I 1 1 2 m m
o = {0'0,0'1,...,O'nl_l,O'l,O'l,...,O'm,1,0'1 ,...,O’nm_l,O'm},
I 1 1 2 m m
5 — (517 cee ny) 51, c ey 51 3 cee n’rn).
Potom
m m nj

S(e,€) = S(a", € <D > 1F(&) = F(E)g(o]) — g(ol))],
j=1 i=1
kde klademer) =0, 1 @) =o; proj=1,2,...,m. Protdze
& — & <|o| <d. provsechng € {1,2,....m}aic{1,2,...,n;},

odvodme pomotcnerovnosti$.3€) vztah
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5.55 Veta. (i) Jestlze f € BV|a, b]| je zleva spojé na intervalu(a, b|, pak pro kadou
funkci g € G[a, b] zprava spojitou na intervalli, b) existuj oba integaly

(@l?¢7a<®AZWi

(i) Jestlze f €BV|a,b] je zprava spoji na intervalu [a,b), pak pro k&dou funkci
g € G[a, b] zleva spojitou na intervalda, b | existuj oba integaly

o) [ 14 a @[ gar

D Uk az. Oky vét o integraci per-partes §a/5.50) sta&i v obou [Fipadech dokzat
b
existenci integalu (0)/ gdf.

Necht g € Gla, b] je zprava spojé na intervalua, b), tj. g € Ggla,b] (viz (4.8)). Po-
dle lemma#.18a4.19mame

@R[a7 b] = @R[av b] ﬂS[a, b] = Lin(X[T,b]7 TE [(l, b])

b
Podle lemmatib.12 a ety 5.52 tedy st&i dokazat,ze integal (0)/ gdf existuje

jestlize g = x5 pro rgjake 7 € [a, b].

b
Je-li g=xqp), N€bOliT=0a a g=1 na [a,b], pak (a)/ gdf=f(b)— f(a) (viz
cviteri 5.5 ii)). Predpokdejme tedyze € (a,b] a g =y, . Dokizemeze je

b
(@/ﬁdfzﬂw—fuy (5.37)

Podle pozamky5.7 se mizeme omezit na ziara leri (o, &) intervalu [a,b], ktera
obsahujbod 7. Pro k&dé takoe zn&eré cleri (o, &) ozn&me symbolentk (o) ten in-
dexke{1,2,...,v(o)}, proktel plati 7 = o}. (Takow index existuje ¥dy pave jeden.)
Potom pro $echna tato&eri dostvame

f(b) — f(7) je-li Enoy <,
f() = flono)—1)  Jje-li Eeoy=T7

S(a,€) — () — £(7))] { | NG ST 3
g, — — T = )
|f(7_) - f(o-k(a')fl)| je'li gk(cr) =T.
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Diky spojitosti funkcef v bodé = zleva mizeme zvolit @leri o. € 2 [a, b] obsahtiici bod
7 atakow, ze plat

[f(7) = flone)-1)| <€
pro libovolré jeho zjemeén o. Vzhledem k'6.38) to znamea, Ze pak bude platit
1S(o,&) — (f(b)— f(1))| < e provdechngo, &) € 7 [a,b] takowg, Zeo D o..
Odtud plyneze plat (5.37). Dokazali jsme tedy tvrzan(i).
Druhé tvrzen by se dokazovalo podoBn a
5.56 Cviceni. (i) Pro oba typy RS-inte@tu dokate:
Jestlze {: l[a,b] — R ma kon&nou variaci nala,b| a je spojit na [a, b], pak in-

tegral/ fdg existuje pro kadou funkcig regulovanou nda, b].

(i) Provette podrob dlikaz tvrzei(ii) veéty5.55

5.57 Pozramka. Pfipomaime j&té bez dikazu jeden ze Amych zajmavych existei-
nich wsledkl. Dokazal ho v roce 1936 jeden z kladikeorie integrace L. C. Young (viz

[69)).
Jestlze funkcef : [a,b] = R a g:[a,b] — R spluji podninky

|f(x) = f) < K|z —y|* a |g(z) —g(y)| < Llz—yl° pro z,y€a,b],

b
kde K, L €[0,), o, 3 € (0,00), a+ (3> 1, pak existuje intedl (6)/ f dg.

5.7 Bodova konvergence

b
Dillkaz \ety o konvergenci posloupnosti intédfi /| £, dg, ve kte€ by nebyla nuta ste-

jnomérra konvergencef,, = f, nam usnadnzaveden Darbouxoych horrich a dolich
integiald.

5.58 Definice.Necht g: [a,b] — R je neklesdgi na [a, b]. Pro libovolre celeri o inter-
valu [a,b] afunkci f : [a,b] — R polozme

V(G)

Siaglo f(x)) [g(oy) — g(o;-1)]

7=1 SCE[O'] 1 UJ]
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v(o)

S iaglo) = Z ( inf  f(z))[9(o;) — g(oj-1)]

Pl [oj—1,05]

a definujme
- -
/}dg:mQEMAayae@@m}

/:fdg:sup {ﬁmg(a’):aeg[a,b]}.

b b
Veliéiny/f dg resp./f d ¢ naz/vame horni, resp. dolfintegral f vzhledem ke g.

5.59 Lemma.Nechtg: [a,b] — R je neklesdfina [a,b] a f:[a,b] — R. Potom plat

Z@dg:l;dg:IER (5.39)

b
prave tehdy, kd¥ (a)/ fdg=1.

DlUkaz. a) Pedpokhdejme,ze plat (5.39. Prot@e ¢ je neklesdgi, plyne gimo z
definice5.5§ ze

S fag(o) <Spayo,8) < ngg(a) proo € 2[a,b] a€ € 7(o),

co0 — (§ iag(F) 2 S ag(0) @ Spay(e) < gfﬁg@'))‘

Pomod téchto Akladrich fakil neri obfizné oW it (provedte !), Ze pro kade k € N exis-
tuje cBleri o € 2|a, b] tako\e, Ze nerovnosti

1 ~ 1
[= 2 <8 yag(0") < Spag(0" £5) < Spagleh) < T+ -

1
plati pro kazde ¢* € 7(o*). Pro da < >0 zvolme k. > - a pol&me o. = o". Potom
bude pro kddé o D o. a& c (o) platit

I —c<S(e") < S(o) <S(c,8) < S(o) <S(o*) < I+e.

b
Odtud plyne rovnos(a)/ fdg=1.
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b
b) Predpokbdejme nyi Ze existuje(a)/fdg. Bud danos> 0. Podle \éty5.14
existuje @&leri o takowe, ze nerovnostSya 4(o, &) — Syay(o,n)| < % neboli

v(o)

‘ > (&) = fy) [g(oy) — Q(Uj—l)H < g

J=1

plat pro jakakoliv ¢,17 € 7(o). Plechodem k supretim a infimlim na kadém intervalu
[0j-1,0;] Ziskame nerovnost

0< Spaglo) =S sayo)
v(o)
=5"( swp fla)— inf  f(z)) [9(0;) — g(0;1)] <

j=1 *€loj-1,04] € [05-1,05]

N)Im

b b
Odtud dos?avéme/f dg g?mg(a)<§mg(a)+e§/f dg+¢ akoné&né tale

b b
0§/fdg—/fdg<€.

b b
Protaze ¢ >0 bylo libovolné, znamea to, Ze je/f dg = /f dg. Podle prvim Casti

diikazu tedy plat(5.39. O

5.60 Pozramka. Jestlze/f dg /f dg = I € R, byva jejich spoléna hodnotal naz-

vanaDarbouxiv-Stieltjiedv integial. Lemma5.597ika, Ze tento intedl je ekvivalenthse
(o) RS-integalem.

Nyni dokéZzeme de hlavri véty tohoto odstavce: Osgoodovatu o dominovaé kon-
vergenci a Hellyovu &tu o konvergenci. Gbtyto ety plai ve stejriem zréni pro oba typy
RS-integall.

5.61 Veta(OSGOODOVA KONVERGENENI VETA). Nechtfunkcef : [a, b] — R a posloup-
nost{f,} funkd definovagch nala, b] spluji vztahy

lim f,(z) = f(x) a |fulx)]<M<oo pro z€la,b] aneN (5.40)

b b
a nechtfunkceg € BV|a, b] je tako\a, ze integz’aly/ fdg a / fn dg existuj pro kazde
n € N. Potom ‘ ‘

hm fn dg / fdg. (5.41)
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b
Dl kaz. a) Podle ﬁbledkL5.42integraI/ |fn(z) — f(z)| d[var? g] existuje pro kade
n €N a plat nerovnost ‘

/ fulz) dlg(z)] - / f(z)dlg / () — f(x)| dlvart g). (5.42)

St tedy dolazat,ze tvrzenm véty plai, jestlize funkce f,, jsou neaporre, f=0 a g je
neklesdici. K tomu potebujeme asleduici tvrzen znanmeé z teorie mnain jako Arzehovo
lemma. Jehoitkaz Ize nazti nag. v [12, lemma 11.15.8].

Lemma. (ARzELA). Nectit {{J,;}:k€N, jeU,} je posloupnost korseych mndin
podintervall [a, b] takovych, ze pro kade k € N jsou intervaly z mnkiny {J ;: j € Uy}
navajem disjunktha

Z |Jk;| > C >0 prokazoe keN.

jeUg

Potom existuj posloupnosti indek {k,} a {j,} takow, ze j, € Uy, pro kazde (€N a

m Jke,je # 0.

leN
b) Predpokbdejme tedyze g je neklesdgi na[a,b] a{f,} je posloupnost funkalefino-
varych nala, b] a takowch, ze

lim f,(z) =0 a 0<f,(vr)<M<oo pro z€a,b] aneN.

n—oo

Dokazeme,ze mus$ platit

b
lim fn dg=0. (5.43)

Dilkaz provedeme sporem. Nédedy neplait (5.43). Potom, vzhledem k lemmalii59,
existuj € >0 a rostoucposloupnosfn,} takowe,ze

b
/fnk dg > e provsechnak e N.

Vzhledem k definicb.58to znamea, Ze pro kadé k € N existujea” € 7[a, b] takowe, ze
S k(0") > ¢, kde zn&ime S (o*) =S j, ay(c"). Polzme j&te

m=v(e") a ;= inf fo(x) prokeN a je{l,2,...,m}.

T € [Uj_l,aj

Pro da® > 0 ozn&me U, mnazinu indexi j takowch, ze ¢y, ; >, zaimco

Vk:{l,Q,,mk}\Uk
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Zfejmeé

MY T g(oh) = g(of )+n Y lg(of) —gloh )] > e

JjeUg JEVL

neboli

MY lg(oy) = g(oj_)] > & =1 1g(b) — g(a)].

JjeUg

€

m dOStanemeZ [9(0j> —g(07_1)] > = > 0 neboli

Pro n= i1 517

JeUg

€ .
> sl > 537 >0, kde Ji;=[g(0]1), 9(a})] pro j €U
JjEeUg

Podle Arzehova lemmatu tedy exisfupod y, a posloupnosti{k,} a {j,} takow, ze

je€ Uy, pro kazde (€N a gy, € ﬂ Jreje- TO Znamea, ze yo € [g(0l_,), g(c*)] pro
leN
kazde ¢ € N. Protce g je neklesdfi na[a, b], existuje pavé jeden bodry€ [a, b] takowy,

ze

Yo € [9(xo—), g(xot+) ], w0 € [Uffq’ Uff] a jo €Uy, prokade (€N,

Podle definice mri&in Uy, to znamea, ze f,,, (o) > n pro kezde £ € N. To ale neimozné
vzhledem k pedpokladulim f,(z) = 0. Plaf tedy (5.43).
c) Podlecasti b) tohoto dkazu a lemmatt.59mame

b b
iim [ |f,(2) - f(e)] dvarz ] = lim [ /(o) divarzg]

n—oo
a

= lim [ fu(z)dlg(x)] =0,

n—oo

atudz ze vztahu%.42) bezprostedre vyplyva, ze plat take
b b
lim fndg:/fdg.
Tim je dikaz dokoggen. O

b
Dalsi véta o konvergenci posloupnosti intadr {/ fdgn} je dophkem k et
Osgoodo®. Z jejho dikazu bude izjme, Ze plat pro obaainteg’nly.
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5.62 \eta(HELLYOVA V ETA O KONVERGENCI). Nechtfunkceg: [a, b]—R a posloupnost
{gn} CBV[a,b] jsou takoe, ze

lim g,(z) = g(z) proz € [a,b] a var’ g, <y < occ.

n—oo

b b
Potomvar’ g <~ a lim / fdg, :/ f dg plati pro kazdou funkcif spojitou naja, b].
DUkaz. Nechtf je spolna nala,b]. Podle \éty2 47je vart g <+ apodle ety5.54
existuj vsechny mtegaly/ fdg,, neN, a / fdg. Bud dano e >0. Ze spojitosti

funkce f na [a b] plyne,ze existujeo = {0y, 01, ...,0m} € Z[a, b] takow, Ze pro kadé
j€{1,2,...,m} plaf

F(@) = fy)| < g provSechnyz, y € [0 1,0 (5.44)

Pro kade n € N mame

Zj:/f aJ/dgn

g.

kde &€= (01,09,...,0,). Pomog (5.44) a lemmatib.10tedy doshvame

9
f(x) dgn(z) — Spag, (o ‘<—Zvaroj 1g<77_ 5

Podob® odvodme i analogickou nerovnost s furikg na nist g,,, tj.

~ Sya0.€)| <

Wl ™

Protaze g,,(x) — g(x) pro kadé x € [a, b], snadno o@ime talé rovnost

lim | Sy ag,(07,&) — Syaglo,€)] =0.

n—oo



124 RIEMANN OV-STIELTIESOV INTEGRAL

Existuje tedyn, € N takow, ze

€

St ag.(0,&) — Syaglo,€)| < pron > n.

w

Pomodé posledfich i nerovnostkonené dostaneme pre > n,

10, [ras) <

b
+ | S5 aga(0,€) — Spaglo, &)| + ‘Sng(Gvﬁ) —/ fdg) <e.

/abf dg, — Sngn(mE)‘

b b
Plai tedy lim/fdgn—/fdg. -

5.8 Dalsi véty o existenci integalu

Nejprve pomotvet5.36 a5.40a lemmatu5.38 upfesrime pohled na roli ohraberych
funkdi v teorii Stieltjesova inted@u, ktefy nam poskytla @ta’5.23 Nasleduici tvrzer
plafi pro oba typy RS-integ@il.

b
5.63 \eta. Nechit f:[a,b] =R, g€BV][a,b] a necHtexistuje/ f dg. Potom je budo

funkce f ohraniteré na intervalu|a, b|, nebo existuje kordey sycéém bodi o, 3; € [a, b],
i=1,2,..., k, takovch,ze plat

() a<a<fi<w<f< - <a,<f<b,

(i) funkceg je na k&dem intervalu[o,, 5], i=1,2,..., k, konstanti,

k
(iii) funkcef je ohrantera na mndirg [a,b]\ U[ai,ﬁi].
=1

b
DUkaz. a) Fedpokhdejme,ze existuje intedal (o) fdg a ze funkce f neri

ohrantera nafa, b]. Potom podle &ty5.40 existuje take intélgél

b
(0)/ fdv, kdev(x)=varig pro xe€la,b].

Podle \ety5.36a lemmatib.36tedy existuje éleri o € 2|a, b] takow, ze

q

v(o) v(o)
Zw[ajfwj](f) [v(o;) —v(oj1)] = w(Stav;[oj-1,05]) < L.

1

.
Il

J=1
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Specalré pro kadé j=1,2,...,v(o) mud platit

Wioy 1.0 (f) [0(05) = v(0j1)] < L. (5.45)
Neri-li f ohranteré naintervaluo,_;,c;], pak je oBem

Wio; 1,0, () = sup |f(@") = f(@")] = o0
z'x" €loj-1,05

a (5.45 mize platit jenom tehdy, kdybude(0 = v(o;) — v(o;_1) = varg)_ g. Podle
lemmatu2.13to znamea, Ze funkceg mus byt konstantina intervalu[o;_,, o;]. Nyni,

nechty je mnazinasech interval [o;_1, o;], na ktegch je funkcef neohrantera (a tedy
funkce g konstanti), a nechtk je pacet prvki teto mnainy. Dlikaz dokoime, ozn&ime-
li krajni body intervall zJ symboly o, 3;, i=1,2, ..., k, tak, aby byly usptadany jako
v podrince (i) a sotdasré platilo J = {[ah Gil:i=1,2,... k}.

b b
b) Jestlze existuje(d)/f dg, pak podle ety 5.6 existuje tale (0)/f dg atvrzen véty

a

plyne z prvn ¢asti dikazu. O
b
5.64 Pozramka. Protaze hodnota inte@lu [ f dg se nezrén, jestlize libovolreé pozné-

nime hodnotu funkcef na intervalech, na Iztéch je g konstantin, vidime z \ety5.63 Ze
b

jestlize integal/ f dg existuje, pak 2dy mizeme ndj funkci fohran(:enou nda,b] a

b b
takovou,ie/ fdg :/ fdg.
a a b
5.65 \eta. Jestlze integél | f dg existuje pro kadou funkcif spojitou naja, b], pak g

a
méa kon&nou variaci naja, b.
Dilkaz se ofra o rasleduici dvé pomoca tvrzen.

Tvrzeni 1. Je-li a, >0 pro vSechnaneN a » a,=oc, pak existuje posloupnost
n=1
{c,} takowa, ze plat

¢, >0 provdechnan €N, lim ¢, =0 a Y cya, = oo. (5.46)
n=1

Dukaz. Posloupnosts,} ={ ) _ax} je neklesdfi a plaf

k=1
lim s, = oo. (5.47)

n—o0

Specalré pro dostaténé velkd n (n >ny) budes,, > 0. MUzeme tudZ definovat

1 pron <ny,

Cp = 1
— Pro n > ny.

Sn
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Ztejmé je ¢, > 0 pro kadé neN a lim,,_,, ¢, = 0. Na druhou stranu, pro libovaén
m,n €N, m>n>ny mame

Vzhledem k6.47) pro kazdé n € N existujem,,

Sm, 2
k Wk 2-
k=n
To ovSem znamem, ze mu$ platit (5.46). O
Tvrzeni 2. Nechtg:[a,b] =R, zo € (a,b] @
vari’g = oo prokazde z € [a, o). (5.48)

Potom existuje rostoliposloupnostz; } bodi v [a, z,) takowa, ze
Jim 2, =z @ Z |9(xx+1) — g(ax)| = oo (5.49)

Dlkaz. a) Nejprve dokzeme ze plat
sup{varyg:z € (y,79)} = co prokade y € [a,x). (5.50)
Pfedpokhdejme opak. Nec¢hedy existuj M €[0,00) ay € [a, o) takow, ze
sup{varyg:x € (y,zo)} < M. (5.51)
Polazme M = M + lg(z0) — g(y)|. Potom, vzhledem K 4§), existuje eleri

Y=Y <y1 < - <Yn ==

intervalu [y, x| takow, Ze

m

> lglyy) — 9(yi—1)| > 3M.

i=1

Protaze je

—

19(20) = 9(Ym-1)| < lg(z0) = 9(¥)| + 19(¥) = 9(Ym-1)| < M,
mame

m—1

> " ayy) — 9(yj-1)l > 2 M,

J=1
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a tedy vap-1g>2 M, coz je ve sporu s4.51). Plaf tedy 5.50).

(3) Zkonstruujeme hledanou posloupnost. Pale u; =a a zvolme u, € (a, xy) tak,
aby platilo up >z9—1 a vari2g>1. Mame-li body u;,us, ..., u, € [a,z¢) takow, Ze

1 . .
plat wu, € (ug_1,z0) N (2o — 1 Tp) a var g¢>1, pak najdemeu,; tak, aby platilo

1 s .
Up1 € (ug, z9) N (29 — 7 To) a var,*'g>1. Posloupnostu,} je Z'ejme rostouca

lim uy = xq. (5.52)

{—00

Podle definice variace, pro kéé (€ N existuje @leri o= {0(,0{,... 0}, } intervalu
[ug, ups 1] takowe, Ze plat

my
> lglef) = g(of ) > 1.
j=1

Potom

> @ 9(0f) — 9(0f-1)]) >

=1 j l

1 = 0. (5.53)

=1
Precislujme nyn prvky mnazin o, ¢ € N, do posloupnost{z;,} tak, aby platilo

Tht1 = (Tf_’_l je'li T = O'f a ] <my—1

a
Tl = GSH je-li z, = Ufnﬁr
Vzhledem k6.52) a (5.5 ma posloupnos{z;} pozadovae vlastnosti. O

D lkaz véty5.65 Vzhledem k @t5.6 se nizeme omezit ndo) RS-integal.

Predpokhdejme,ze vaf g=oo. Diky Heinow-Boreloe & o kon€ném pokryt
(viz vétud.5) a vete2.11vime, Ze funkceg: [a,b] — R ma kon&€nou variaci nafa, b|
prave tehdy, kdy plaf

Vre(a,b] 36,€(0,2 —a): vary_s g < oo
a (5.54)
Va€la,b) 35 € (0,b—z): vartt%g < oo.

Predpoklad,ze vaf g=oo znamea, Ze existujex, € [a, b] tako\, Ze prox =z, neri
splréna jedna z podimek 6.54). Necht tedy napiklad x € (a,b] je takowe, Ze plat
(5.49). Podle tvrzen2 tedy existuje rostod@osloupnostz;} bodl v (a, ) takowa, ze

khl?o% =g a Z |9(wry1) — g(ap)] = o0,
k=1
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Dale podle tvrzenl existuje posloupnosic,} kladnych Cisel takowa, Ze plat

I}Lrgo c, =0 a ;Ck |g(l’k+1) —g(xk)] = 0.

Polazme

0 pro x < my, resp.x > xg, resp.r € {z; 32,

fle) = ¢ sign(g(xps1) — g(z)) pro r=¢,: = xk%w

a ve zlyvajicich bodech intervalya, b] dodefinujme funkcif linearré a tak, aby byla
spojita na|a, b]. Pro takto definovanou funkdi: [a,b] — R plaf

> F(&) [g(wrin) — glaw)] = o
k=1
Specalné pro kade M >0 existuje Ny, € N takowe, ze

Ny

Z f(&) [9(zp1) — g(ag)] > M.

k=1

Pro da®@ M > (0 ozn&me

oy ={a,r1,29,..,2N,,,TNy+1,0}, Epr=(a,&1,8, ..., &Ny, D).
Potom je(oy, &) € 7 [a,b] a

Ny

S(ou, En) = Zf(fk) [9(zry1) — g(z)] > M.

k=1

b
(Pfipomeme si,ze f(a) = f(b) =0.) To ale znamea, ze integél (0)/ f dg nentize nit

kon&nou hodnotu.
Neri-li spinéna drufa z podninek v (5.59), tj. existujez, € [a, b) takow, Ze

var; g=oo prokade r € (zo,b],

je tfeba msto tvrzefm 2 powit jeho vhodnouipravu. a

5.66 Cviceri. Zformulujte a dokate analogii tvrzen2 pofebnou k dokoberi diikazu
vety5.65 jestlize existujer, € [a, b) takow,Ze var, g=oo pro kazdé r < (zo, b).

b
5.67 \eta. Necht f € Gla,b] a nechtintegral /f dg existuje pro kadou konénou
skokovou funkcy. Potom f je spojita na[a, b]. i
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D Ukaz. Ot se nizeme omezit ngo) RS-integél. Nechtzg € (a,b), ¢,d e R, c+d #0
a nechtfunkceg: [a,b] — R je definoana podobé jako v pozamce5.24 tj.

c+d
2

9(2) = ¢ Xfaao) () + Xao] (%) + d X(zo) (%) ProO z € [a, b].

b
Podle pozamky5.24mlize integal (o) / f dg existovat pouze tehdy, kdy

f(zo—) = f(wo) = f(wot) .

Podob@ bychom do&zali,ze f mus byt spojitaiv bot a zpravaav bod b zleva. O

5.9 Vety o stredni hodnote

Véty tohoto odstavce plate stejiem zréri pro oba typy RS-inte@lu.
5.68 \eta (0 STREDNI HODNOTE). Je-li f spojitana[a,b] a g neklesdici na [a,b], pak
existujex € [a, b] takowe, ze

b
/ fdg = f(x0) lg(b) - g(a)) (5.55)

b
D0 kaz. \Bta5.54zarlEuje existenci inte@u/ f dg v obou smyslech. Prote je g

a

neklesdici na [a, b], pro kazdé zn&eré celen (o, &) € 7 [a,b] plat

m[g(b) — g(a)] < S(e, &) < M[g(b) — g(a)],

kde m= min, ¢ (4] f(z) @ M= max, e[, f(x). Podob jako gi dikazu lemmatis.10
plyne odtudze plat také

mlo(8) = gla)) < [ g < Mlglb) - g(a)]

Dale prot@e f je spojia, natyva Sech hodnot z intervallin, M]. Specalné existuje
xo € |a, b] takow, ze plat (5.55). O

5.69 \Eta (DRUHA O STREDNI HODNOTE). Je-li f spojita na [a,b] a g neklesdici na
la,b], pak existujer, € [a, b] takoe,ze

b o b
[ 1@ 9@ de=gta) [ s des o) [ fwd (5.56)
Dl kaz. Funkcef je riemannovsky integrovateédmala, b]. Polazme

h(x):/xf(t) dt prozea,b].
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Potom podle @ty o substituci (&ta5.45 a disledek5.46), véty o integraci per-partes
(véta5.50) a vety o stedri hodnoé (veta5.68) existujex € [a, b] tak, ze

/f dx—/bgdh:h(b)g(b)—/abhdg
= ([ ras)om - ([ ra) o) - o0

a

o [ swasgw [ jf(fv> dr

Plaf tedy 5.56). O

5.10 Dalsi integraly Stieltjesova typu

Budte dany funkcef, g:[a,0] =R a ler o intervalu[a,b]. Polazme

v(o)

Sule) =3 O30 (4(5) — g(o,0),

1/(0'

Scr(o Zf 0j-1) = g(oj-1)],
V(a'

Scr(o Zf a;) — g(oj-1)]-

Dosadme-li do definicés.3 Sy, (o), resp.Scr(o), resp.Scr(o) misto S(o, £), dostane-
me porack integaly stedovy resp.levy Cauchyiv, resp.pravy Cauchyiv. Podle zgisobu
limitniho procesu se dem rozlguji (§) nebo(o) varianty. Je iejmé, Ze \Sechny zobea-
ji prislusré RS-integaly, pokud jde offidy integrovatel§ich funkd. Ne vzdy vSak Zistanou
zachowany sechny vlastnosti RS-integjti. Na @iklad pro stedow integial neplat ob-

doba ety 5.45 o substituci. \ice podrobno$tize najt v odstavci 11.19 monografielP]

T. H. Hildebrandta.

5.11 Cvicen na zaver

Neri-li uvedeno jinak, v asleduicich cvicerich provede diskusi o existenci, fipadré
urCete hodnotu pro Kaly typ Stieltjesova inte@lu z €to kapitoly, tj pro integaly () RS,
(0)RS, stedov, levwy Cauchyiv a pray Cauchyiv.

(i) Necht g(x)= sin z pro x € [0, nr]. Uréete hodnotu integtu / zdlg(z)].
0
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(i) Nechtg(x)= exp(|z|) pro z €[—1,1]. UrCete hodnotu integiu

(6) / v dlg(z)].

1
0 proze€l0,3),
(i) Nechtg(z)=¢c proaz=41,
d pro ze(3,1].

1
Zkoumejte existenci a hodnotu intédu / f dg pro tizré funkcef v zavislosti na
0
c,d.

1 pro z>0, |1 pro z>0.
Zkoumeijte existenci a hodnotu intédi

1 0 1 1 0 1
/gdf,/ gdf,/ gdf,/ gdg,/ gdg,/gdg-
-1 -1 0 -1 —1 0

. 1 z proze|0,1],
(v) UrCete hodnotu inte@fu (6)/x2 [g(z)], kde g(x) =

0

(V) Necht f(z)= {0 pro x <0, (z) = {0 pro x <0,

8=

proz € (1,1].

V této kapitole jsmeerpali zejnéna z kapitoly Il Hildebrandtovy monografiéd], ve kteg je
mozno najt i dalsi informace.
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Kapitola 6

Kurzweil Gv-Stieltjesiv integral

Riemaniiiv-Stieltjesiv integal maSiroké uplatéri vSude, kde je mino omezit se na situ-
ace, kdy integrand a inte@or nemdjspolé&né body nespojitosti (nebo, Vipac (o) RS-
integralu, neexistuj body, ve kteych by ole funkce nély nespojitost na stegnstram).
Pro rékte aplikace (naip v teorii hystereze a Zimpochazejcich varianich nerovnostech,
viz [2], citekrla a P3]) je vSak zadoué mit k dispozici integal Stieltjesova typu, ktér
si nevynucujezadra omezehna spojitost integrovareh a integrdicich funkd. Ukazuje
se, Ze integal, ktery teto poteke nejepe vyhovuje, je inte@t, ktery budeme nagvat
Kurzweilliv-Stieltjesiv. Jeho yhodnost nespiva jen v jeho obecnosti, alé€z i v rela-
tivni jednoduchosti jeho definice i odvoigeho vlastnost Navzdory Emto gednostem
mu v monografick literatife nebylo doposudanowano tolik pozornosti, kolik by si za-
slowzil. Pokud je mi zamo, str@éné pojed@ni o tomto integalu Ize naijt v kapitole 24
Schechterovy monografi@f] z roku 1997 (tam je nawan Henstockv-Stieltjesiv in-
tegral). Podrobaji se imto integalem zalva McLeodova monografiéSE] z roku 1980,
kde je nagvangauge integral,,gauge“=, kalibr*). Jaroslav Kurzweil pail tento integal
jiz v roce 1958 (viz/30]) jako specalni pfipad zobecéreho nelin@rriho integélu, ktely
definoval ve s& fundamerdlni praci [29] z roku 1957 @i vySefovan spojite zavislosti
feSen nelinearrich diferencalnich rovnic obsahidgich Diracovu distribuci. Bhem sed-
mdestych let minukho stolett byl jiZ termin Kurzweilliv-Stieltjesiv integél (nebo Per-
ronliv-Stieljesiv integial podle Kurzweilovy definice) &né powivan v praéch zalyva-
jicich se zobeatnymi linearrimi diferencalnimi rovnicemi (viz nap. [50] nebo 8] a pra-
ce tam citovaa).

Cilem této kapitoly je pedlazit co nejucelegjsi teorii Kurzweilova-Stieltjesova in-
tegralu.

6.1 Definice a Akladni vlastnosti

Pfipomaime,Zze koné€na uspdadara podmndina o= {0y, 01,...,0,} intervalu|a,b]
se nagvadeéleri intervalu [a, b], jestlize

a=0p<01< -+ <0 =b.
Mnozinu vsech éleri intervalu[a, b] zn&ime 2 [a, b]. Jestlze o je déleri intervalu|a, b],
pak jeho prvky zpravidla zrégme symbolyo ;. Rikame €z, ze celeri o je tvoreno podin-
tervaly

01,05, j=1,2,....m.

133
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Pctet podinterval tvoricich céleri zpravidla oznéujeme symbolem/ (o). Mame tedy
0u(o) =0 av @ikladu uvededm Wse jer (o) =m. Konetne, zn&ime take

’o’l:j:11’121§.1“xy(0.)(0'j—0'j,1) pro UE@[CL,[)}.

Reknemeze o’ € 2[a, b] je zjemréri déleri o € 2[a,b], jestlize jes’ Do
Pfipomaime,ze dvojice (o, &) kone&nych uspdadarych mnain

o = {007 O15--- 7UV(U)} a 5 = {517 527 <o 751/(0')}
se nagvaznaere celeri intervalu [a, b], jestlize o je deleri intervalu [a, b], t.].

a=00<01<03< ... <0yo)=b

O'j_lgngO'j proj=1,2,...,y(a').
MnoZinu v8ech znéerych dgler intervalu [a,b] znaime symbolem7[a,b]. Rikame
take,ze ¢; je zna&kapodintervalu[o;_;,0;] a £ je mna@zina zn&ek

6.1 Definice.Kazda kladra funkce? : [a,b] — (0, 00) se nagvakalibr na intervalufa, b].
Mnozinu kalibili na[a, b] zna&ime ¢|a, b].

Je-li § kalibr na[a, b], feknemeze zn&eré cleri (o, &) intervalu [a, b] je Hemrg,
jestlize plat

[0j-1,05] C (& —0(§5),&+0(&;)) provsechng =1,2,...,v(0).

/(8;[a,b]) zn&i mnazinu VSechdé— jemrych zn&erych celeri intervalu [a, b]. Nehroi-
li nedorozunéri, powivame kradi zn&er «(9).

Mé&jme funkcef, g:[a,b] — R azn&eré cler (o,&) € 7 [a,b]. Potom, stejé jako
pro RS-integaly, definujeme

v(o)
S(O’,S) (:Sng(U7E) = Sng(Uag; [aab])) = Zf(gj) [g(0j> - g(aj—l)]'

j=1

6.2 Definice.Necht f,¢:[a,b] = R a I € R. ReknemeZe existujeKurzweiklv-Stieltje-
sliv integiél (KS-integal)

b
[ 1@ digte))
a ma hodnotu/ € R, jestlize

Ve >0 Héseg[a,b]:((a,ﬁ)ed(55)> — ]1—5(0,5)] <e. (6.1)
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Budeme vydivat €z zkracere zn&eri

b b
[ 140=[ s@ o))
Stejré jako pro RS-inte@ly definujeme

/bafdgz—/a;"dg a /:fdg:o.

Jestlze g(x)=wx, pak nisto o KS-integilu mluvime o KH-integalu (Kurzweiliv-Hen-

b
stock‘jvinteglél)aznzé:’lme/f(x)da:.

Tato definice je korekfrdiky nasleduicim dvema lemmatm.
6.3 Lemma(CousiN). Pro kazdy kalibr 6 € ¢[a,b] je mn@&ina «7(J) vSechdé—jemrych
zn&erych celeri intervalu [a, b] neprazdra.
Dlkaz. Mejme kalibr § €¢[a,b]. Ozn&me M mnazinu Sechc € (a,b], pro néz je
mnazina «(9; [a, c]) nep@zdra.
Necht
c=min{a+d(a),b}, o={a,c} a £€={a}.

Protaze je 6(a) >0, mamece (a,b] a (o,€) € #(6;]a,c]), tj. ce M. Mnozina M je
tedy nepazdra, a proto d = sup M > —oo.

Uk&zeme dle, Ze d pafi do mnainy M. Protaze je §(d) >0, plyne z definice
supremagze existuje c€ (d —d(d),d] N M. Existuje tudz také o—jemré zn&ereé leri
(o', &) intervalu[a, ¢]. Nechtc < d. (V opatném (fipack je trivialné d=c € M.) Polaz-
me o=0'U{d} a £=¢'U{d}. Potom (0,&) € 7 [a,d], aprot@e je

[e,d]C(d—0(d),d+d(d)),

znameR@ to tale, ze (o,&) € #(d;[a,d]), tj. de M.

Je-li d=b, jsme s dikazem hotovi. Redpokhdejme tedyze je d <b. Zvolme li-
bovolre (o¢”,¢")€ 7 [a,d] a v€(d,d+5(d))N(d,b). (Takowe ~ existuje, protde je
d(d)>0.) Mame tedy

[d.7] C (d—6(d),d+d(d)),
aproto (o”U{y},€"U{d}) je &—jemre zn&ere cBleri intervalu [a,7], tj. y€ M.

Protdze je v>d, dostvame tak spor s definia/= sup M. Mame tedy d = sup M =b
a dikaz lemmatu je dokdren. |

b
6.4 Lemma. Hodnota integélu / f dg je podnmnkou(6.1) urCena jednoznae.
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D U k az. Redpokhdejme,ze existuj I, I, € R, I, # I,, takow, ze plat (6.1), kam
dosadime I =1;, i=1,2. Polazme ¢= % |I, — I,|. Pak existujkalibry 6, a J, tak,ze

|S(e,€) — I| <€ prokadé (o,&) € (),

|S(0,€) — I <€ prokade (o,&) € 77(d2)
Polazme
d(x) = min{d;(x),d2(x)} pro z € [a,b].
Potom je Zejmeé o také kalibr a plait
o (0) C o (81) N (d2).
Pro k&dée (o,&) € «/(6) tedy mame
26 =L — | =L — 5(c,8) +5(a(£) — I
<|h —S5(0,8)|+15(0, &) — I <26
Protaze toto nenmozné, mus byt 1, = I,. O

Nebude-li uvedeno jinak, bude nit v nasledujicim textu symbol integralu vzdy smysl
KS-integralu.

6.5 Pozramka. Necht §,5, € 9[a,b] ad<dy na[a,b]. Potom je «(5) C <7 (d). Je-li
tedy spléna réjakd podninka pro Bechny (o, &) € «7(dy), tim sdSe je spléna i pro
vdechny (o, &) € «(4). Tudiz, mame-li can kalibr &y € ¢[a, b], mlzeme se v definid.2
omezit na kalibrys., pro kteé je 5. < §y naa,b].

Take pro existenci KS-integfu plat podninka Bolzanova-Cauchyova typu.
6.6 Véta(BOLZANOVA-CAUCHYOVA PODMINKA). Necht f,g:[a,b] — R. Pak integél

b
/ f dg existuje pave tehdy, kdy plat
Ve>030.€90b): ((0,6),(0,€") €(5.)) = ‘5(«:,5) _S(e",&")| <= (6.2)
b
DOkaz. a) Existuje-li intega / fdg = IR, pak, podle definic&.2, pro kadé
e > 0 existuje kalibr §. € 9[a, b] takaovy, Zeje
|S(o,€)— 1| < g pro Vsechna(o, &) € «7(6.).

Pro k&dou dvojici (o,€&), (o’,&’) € #().) tedy mame

5(a,€) = S(c’, &) < [S(0, &) = I| +[S(a", &) — I| <.
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Plaf tedy (6.2).

b) Predpokhdejme nyf Ze je spl@na podrimka 6.2). Bud dano ¢ > 0. Podle 6.2)
muzeme zvolit kalibr 6. tak, aby nerovnost

S(o,6) = S(o”. €| < 2 (6.3)

platila pro k&dou dvojici §.—jemrych zn&erych céleri (o, €), (o/,&’) intervalu|a,b].
Ozn&me M mnazinu &ch réalnychiselm, pro kte@é existuje kalibré,, € ¥[a,b]| takowy,
Ze nerovnostS(o, £)>m je splréna pro kade celeri (o, &)e o (d,).

Dokézeme,ze mna&ina M je nepéazdra, shora ohragera a

b
sup M :/f dg.
Zafixujme (p,n) € «7(6.). Podle £.3) plaf

S(p.m) =5 < S(0,€) < S(p,m)+ 5 prokack (,€) € (3.). (6.4)

To znameA, ze (—oo, S(p,m) — 5) C M, atedy M # 0.
Pro k&zde m € M ax € [a,b] definujme

S (2) = min{6,(z), 0-(2)}.

Potom pro kade m e M akadé (o,&) € #(5,,) C «/(0.) plati nerovnosti

€ . €
m < 8(0.8) <S(pn)+g, G M (—o0.Sp.m)+3).

Mnozina M je tedy shora ohrabera a S(p,n) — gg supM < S(p,m)+ g Odtud
podle 6.4) odvodme koné€né, ze plat

|S(0,&) —sup M| < [S(a,&) — S(p,n)| + |S(p,m) —sup M| < e

b
pro kezde (o, €) € o#(5.), 1. sup]\/[:/fdg. o

6.7 Pozramka. Podobi@ jako v gfipac® RS-integalll (viz cviCeri 5. 15muzeme podrimku
(6.2) zeslabit rasleduicim zplisobem

Ve>030.€%]a,bl:
(6.5)
((a,&),(a’,é’)e%(@), U’Da) — ‘5(0,5)—5@—',5') <e

KS-integal ma obvykE linearri vlastnosti.
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6.8 Véta. Nechit f, fi, f2, g, g1, 92 : [a,b] — R a nechtexistuj integraly

/abfl dg, /abfz dg, /abf dg, a /abf dgs.

Potom pro libovola ¢, c; € R plati

/ab(cl fite fo)dg = Cl/abfl dg+02/abf2 dg

b b b
/fd[0191+0292]:01/fd91+02/fdg2-

D Uk az. Ukame siteba dikaz prviho tvrzen.

Bud danoe > 0. Podle n&eho pedpokladu existlijkalibry §, € ¢[a,b] a d, € 4[a, b]
takow, Ze plat

b
(m@é%@ﬁzﬁ‘&ﬂmxﬂ—/ﬁd4<e pro i = 1,2.

Pro x € [a,b] polozme §.(x) = min{d;(x),ds(z)}. Ozn&me h=c; f1 + co fo. Protde
pro kezde (o, §) € «/(6.) plat

v(o)
Shag(0,€) =Y (c1 f1(&) + 2 f2(&5)) [9(05) — 9(0,1)]

7j=1

=C SflAg(O', €) + Co ngAg(o-7 6)7

dostivame
b b
‘ShAg<o'7£)_Cl/f1 dg—cz/fgdg‘

< ‘SflAg(U,E) —/abf1 dg‘ + |ez] ’szAg(o'as) —/abe dg’

< (ler] + |ea]) €.
Odtud & nase tvrzeinbezprostedre plyne.

Druhe tvrzen véty by se dokazovalo obdobm dikaz Ize ponechdteréri jako cviceri.
O

6.9 Cviceni. Dokazte drute tvrzen véty6.8

6.10 \eta. Jestlze existuje integ / f dg, pak talé existuje i integal / fdg pro

kazdy uzaveny podinterval [c, d] intervalu [a, b],
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D U k az. Fedpokhdejme,ze integal fff dg existuje. Podle Bolzanovy-Caychyovy
podninky pro KS-integal (véta6.6) existuje kalibré, takow, ze

5(e,€) = S(0", &) < (6.6)
plai pro vSechna o.—jemra zn&era Bleri (o,&),(o’,&’) intervalu [a,b]. Vzhledem
k pozramce6.7, miizeme pedpokbdat,ze {c, d} C o. a mizeme tedy rozlbit o. tak,ze
bude

o.=p Up.Up", kdep™ € Z[a,c], p.€ 2|c,d|, p" € 2[d,b].

Nyni, nechtp, p’ € 2[c,d], pDp., p'Dp. a (p,m), (p',n') € T [c,d]. Definujme
o=p UpUp", E=n"UnUn" ac'=p Up'Up", &=n"Un'un”
kde n—,n* jsoutakoe,ze (p~,m )€ T a,c] a (pt,n")e 7[d,b]. Ziejmé je

(0.,€), (.)€ 7 [a,b], 0D0., o' Do,

S(e,&)=S(p~,m)+Sp,n)+Sp",n")

S(e',&')=S(p",m ) +S(p',n") +S(p",n").

Podle 6.8) tedy mame
1S(p,m) = S(p",n)| =1S(0,§) —S(0", &) <e

d
a odtud podle &ty6.6 plyne existence integiu / fdg. O

b
6.11 \eta. Necht f,g:[a,b] =R a c€[a,b]. Potom integal /fdg existuje pave

c b
tehdy, kdy existuj oba integaly / fdg a / fdg. V takoem pgipace pak plat
rovnost ¢ ‘

/abfdgz/:fngr/cbfdg-

Dlkaz. Je-lic=a neboc=0, je tvrzen véty trivialni. Nechtje tedyc € (a, b).

b
a) Existuje-li integal / f dg, pak podle ety 6.10existuj také oba integaly

/acfdg a /cbfdg.
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b) Necht

c b

Bud danoe > 0. Zvolme kalibry §. € ¢[a,c|, §” €¥[c,b] tak, aby pro $echna znzera
§'—jemra cBleri (o, &’) intervalu [a, c] a Sechna ¢”’—jemra celeri (o”,¢") intervalu
[c, b] platilo

Y € "ol €
|S(U7£ )_[l| <§ a |S(U 75 )_[2| <§ (67)

Definujme nyfkalibr 6. nala,b] pfedpisem
min {6.(z),+(c—x)}, kdyz z€la,c),

0=(x) = ¢ min{d.(c),d’(c)}, kdyz x=c,
min {6/ (z), 3 (x — )}, kdyz z€(c,b].

Potom,

1 L
x+55(x)§x+zl(c—x)<c, je-li z<e,

x — 0:(7) zx—%(:p—c) >c, Jelli x>ec

Prozadre z+#c tedy nenlize byt ce[z — d.(x),z+d.(z)]. Pro k&dée §.—jemré
zn&ere kleri (o, &) intervalu[a,b] tudiz existuje k € {1,2,...,v(o)} tak,ze & =c.
MUzeme tedy fedpokhdat,ze plat

Op—1 <0k =& =C=Eprr < Opa1
Kdyby bylo
Op_1 < ¢ =&, < o,
upravili bychom gislusny ¢len v sodtu S(o, ) nasleduicim zplisobem:
f(e)glow) = glor-1)] = f(c) lg(on) — g(c)] + () [g(c) — gon-1)]-
Existuji tedy (o/,£') € 7 [a,c] a (o”,£") € 7 [c,b] takow, ze
(0",&") € o (b::[a, ) C (65 [a, c]), (0”,€") € #(de; [e, b])C 7 (67; [c, b])

o=0'Uc" £=¢£'0¢", S(0,8)=25(c"¢")+5(c".¢&").
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Vezmeme-li vivahu tale (6.7), vidime, Ze plat

5(e.€) = (I + L) = |S(0",€") + S(0", £") = (I + 1)
<|S(e",&") = L] +|9(a”,£") — Ih| <«

b
pro kazdé (o, &) € o (0.; [a, b]) neboli/ fdg =1 +1I. O

Mirnou Upravou z@sobu volby vhodaho kalibru poaitého v dikazu gedchoiho
tvrzeri dostaneme a&sleduici uziteCné lemma, kte wstizné charakterizuje KS-integraci.

6.12 Lemma. Pro libovolnou konénou mnainu D bodl intervalu [a, b] existuje kalibr
d na[a,b] takow, ze D C £ pro kazce 5—jemre zn&ere eler (o, &) intervalu [a, b].
Dlkaz. NechtD={sy,59,...,8:} aa<s;, <sy...<s,<b. Pol&zme

l . o . .: -
(5(ZU): 4 m1n{|x S]|‘j 1a27'--7m} kdyZ $¢D7
L, kdy? =€ D.

Necht (o, &) je libovolné &Hemre zn&ere gleri intervalu [a,b]. Proje{1,2,... k}
mame

§+4(&) < 5;*%(5]' —§&5) <s; kdyz & e (s-1,55)

§—0(&) >&— i(Sj —&) > s  kdyZ &€ (s5,5511).
Cili,
s;€(§5—6(&),8+6(&;)) tehdy ajentehdy, kdy & =s;.

Tudiz, pro k&dé j € {1,2,...,k} akadeé &—jemre zn&eré cleri (o, &) intervalua, b]
mud byt s; € £. Jinymi slovy, D C £ pro kazdé j—jemre zn&ere celeni (o, &) intervalu
[a,b]. O

6.2 Vztah k Riemannovu-Stieltjesovu a Perronovu-Stielt-
jesovu integralu

b b
Jestlze existuje integal (9) / f dg, pak existuje tak KS-integal / fdg a ma tugz
hodnotu. Je-li to# ‘ ‘

b
(5)/fdg=I€R,
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pak pro k&dé ¢ > 0 existuje A. >0 takow,ze

|S(a,&) —I| <e provsechndo, &) € 7]a,b] takovaze|o| < A..

b
Potom.(x)=A./2 je kalibr s vlastnostmi zatwjicimi rovnost [ f dg = I.

b
Na druhou stranu, existuje-li inte@r [ fdg=1 a jestlze pro kadé >0 Ize najt

kalibr 4. € ¢[a, b] takowy, ze plat inf{j.(z):z €[a,b]} >0 a
’S(O’,g) _I| <& Ppro ké(k(d,f)eﬂ(é),

b
pak také () / fdg—1I. Polazime-li totiz A.— inf{6.(x): z € [a, b]}, bude platit

1S(0r, &) — I| <= prokade (o, &) 7(a,b]) takow,Ze|o| < A..

Vztah mezi(o) RS-integalem a KS-integilem neinuz tak evidentn

b b
6.13 \eta. Jestlize existuje inted@l (o) / f dg, pak existuje talk KS-integral / fdg
a plat ‘ ‘

/abf dg = (0)/abf dg.

b
Dlkaz. Oznémelz(a)/f dg. Bud danos > 0 a necht

0. =1{50,81,--+,5m}
je céler intervalu [a, b] takowe, Ze
‘S(a’,é) —Il<e

plafi pro kazdé zn&eré celeri (o, &) intervalu [a, b] takow, Ze o jeho zjem@ri. Podle
lemmatu6.12 existuje kalibré. takow, Zze

0. C {517527"‘7£V(0')} (68)
pro kazdé 6.—jemre zn&ere delen (o, &) intervalu[a, b].
Budiz (o, &) libovolné §.—jemré zn&eré celeri intervalu [a, b]. Potom

v(

)

5(0,8) =

(]

7€) lalo5) = 9(&)] + F(€)) l9(&5) — 9(0-1)]
),

(6.9)

=1

I
@ .
Q
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kde
o= {0-07 517 01, §2a s 7§V(0')a 0-1/(0')}7 E: {517 gl) §27 527 s 7§V(0')7 fll(o')}

(Kdyby bylo o4 1=&. nebo & =0, pro réjaké k, pak bychom ogem z(o,€)
odstranili intervaly [o},_1, ] resp.[&x, o] | pFislusré zn&ky.) Podlel6.8) mame

o.C&Co.
Tudiz, diky (6.9) a vzhledem k definiciélen o., dostvame

S(e.8) — 1| =15(5.,6) — 1| <<
b
COZ ovSem znamem ze / fdg=1 adikaz je tedy hotov. O

Vsimréme size dikaz gredchoz véty obsahoval i tkaz rasleduiciho tvrzen.

6.14 Lemma.Necht f,g : [a,b] — R. Potom pro kdde zn&ere cleri (o,¢) € 7[a,b]
existuje (7, &) € 7]a,b] takowe,ze EC5NE a S(a,€)=5(o,¢).

6.15 Hiklady. VSimnéme si nyispecalniho gfipadu, kdy intedator je identicka funkce
a KS-integal se redukuje na KH-integt.

() KH-integral je Zejmeé zobec@rim klasickeho Riemannova integiu.

(i) Necht f(z) = 0 nafa,b]\ D, kde D je spa&etra podmndina [a,b], D ={d}.
Bud dano libovolré € > 0. Definujme

1, kdyz z ¢ D,

kdyz z=d. € D.
(At fdy))) VTS

Necht (o, &) € «7(5.). Ozn&mem =v(o). Potom

Ms

S(o,€) = f(&) o — o)l

1

J
;€D

m 1l

&
Pro kazdeé j takowe,ze ¢; =d, € D pro réjake k, mus podle definice kalibrw. platit

€
TS R A

Odtud plyneze

wwws;uwmm+U Z%=-

Uj—
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b
Podle definic®.2to znameé,ie/ f(z)dz =0.
b

(iii) Necht existuje Newtofv integél (N)/f(x) dx=F(b) — F(a), kde funkceF je
spojita naja, b] a plat ‘

F'(xz) = f(x) prokadex e (a,b), F'(a+) = f(a), F'(b—)= f(b). (6.10)

b

Uk&zeme ze pak je KH—integ’il/ f(z) dx roven F(b) — F(a).

Nechtje danoe > 0. Vzhledem k6.10) a podle definice derivace, prodé ¢ € [a, b]
existujed. (&) > 0 takow, ze

Pa) = F€) — )z —&)| < 5 s —€| pro €[] N(€—0.(6),€+5.(6))

Bud (o, &) libovolné 6.—jemre celer intervalu [a,b] am =v(o). Potom
|F(a;) = F(o;-1) = f(&) [0 — 0-1]|
< |F(0j)_F(fj)_f(€J) — &5 |+‘F §)—F(oj-1) — f(&) & —0oj- 1”

9 v o .
<Ta(|0'j—§j’+|€j—0'j,1|):b_a[O'j—O'jfl] prokazdeje{l,Z,...,m}

m
E O-jl &,

j=1 7j=1

/f(x) dx = F(b) — F(a).

S Kurzweilowym-Stieltiesoym integialem (zce souvisinteral Perroniv-Stieltjeéiv.
Jeho definice vlasthpoctaz od A.J. Warda66]. Wardova definice je popsa take v mo-
nografii S. Saksed, VI.8] a je zal&Zena na pojmechajoranta minorant

Q

6.16 Definice.Necht f, g : [a,b] — R. Reknemeze funkceM :[a,b] — R je majoranta
pro f vzhledem key, jestlize existuje kalibw € ¥[a, b] takowy, ze

(t—7) [M(t) = M(7)] = (t—7) f(7) [9(t) — g(7)] (6.11)
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plat pro kazdée 7€ [a,b] akade t <€ |a,b]N(T—46(7), 7+ d(7)).

Podobr®, funkcem :[a,b] — R je minorantapro f vzhledem keg, jestlize existuje
kalibr 6 € 9]a, b] takow, ze

(t=7) [m(t) =m(7)] < (t—7) f(7) [9(t) — 9(7)] (6.12)

plafi pro kezde 7 € [a,b] akade t€[a,b]N (T —0(7), 7+ (7)).

Mnozinu \8ech majorant prg' vzhledem key zn&ime symbolemt(fA g), zaimco
m(fA g) zn&i mnazinu vsech minorant prg vzhledem key.

6.17 Definice.Necht f,g: [a,b] =R a

M(fAg) #0#m(fAg). (6.13)

Potom definujeme

(PS)/f dg = inf {M(b) — M(a): M € M[a,b]}
(PS)/f dg = sup {m(b) — m(a) :m € m[a,b]},

b
Veli¢inu (PS)/f dg nazvemehorni Perroniv-Stieltjedv integial funkce f vzhledem

b
ke ¢g (od a do b), zaimco (PS)/f dg je dolni Perroniv-Stieltjesiv integél funkce f
vzhledem keg od (a do b). o
V pfipadech, kdy neplaf6.13), klademe

b
PS)[ fdg oo kayz M(Ag) -0,
a
b

(PS)/fdg:—oo kdyz m(fAg)=0.

Neni prekvapie, ze plat nasleduici tvrzeri.
6.18 Lemma. Pro libovolré funkcef, g: [a,b] — R plati nerovnost

b b
(P8) 1 dg < (PS) . (6.14)
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DUkaz. Je-li alespa jedna z mnain 9M(fA g) nebom(fA g) prazdra, pak je nerovnost
(6.19) splréna trivalné. Fedpokhdejme tedyze plat (6.193).

Zvolme libovolré majorantu M € M(fA g) a minorantum € m(fA g). Podle defi-
nice existuj kalibry 6, ad, nafa,b| takow, Ze plat

(t—7) [M(t)—M(7)] = (t—7) f(1) [9(t) — g(1)]
pro 7€ [a,b] atea,b]N(r—061(7), 7+ (7))

(t=7) [m(t) =m(r)] < (t—7) f(7) [9(t) — 9(7)]
pro 7€ [a,b] atefa,b]N(T—0d(7), T+ d2(7)).
Polazme §(z) = min{d,(z), d2(x)} pro z € [a, b]. Potom
m(t) —m(r) < f(7) [g(t) —g(7)] < M(t)— M(7)
pro 7 €la,b] a tela,blN[r,74+(7))

m(r) —m(t) < f(7) [9() —g(t)] < M(r)— M(t)
pro 7 €la,b] a tela,b]N[r—0(7),7].

Specalné, pro libovolre J—jemré zn&ere délen (o,&) € «#(0) intervalu[a,b]| a kazdy
indexje{1,2,...,v(o)} mame

m(a;) —m(&;) < £(&) [9(0;) —9(&)] < M(o;) — M(&;)

m(&;) —m(oj1) < f(&) [9(&) = g(oj1)] < M(&) — M(0;-1).
Seteme-li tyto nerovnosti prg =1,2,...,v(o) Ziskame nerovnosti

m(b) — m(a) < S(a,€) < M(b) — M(a), (6.15)
Odtud plyneze nerovnost

m(b) —m(a) < M(b) — M(a)

plati pro kazdou majorantuM € M(fA g) a kadou minorantun € m(fA g). Tudiz,
b
(PS)/f dg = sup {m(b) — m(a): m e mla,b]}

< inf {M(b) — M(a): M €mla,b]} = (PS)/f dg.

Dokazali jsme tedy nerovnos (14). O
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6.19 Pozramka. VSimréme si, dikaz predesleho lemmatu obsahujaillaz tvrzein

Pro libovolré funkcef, g:[a,b] — R a libovolnou jejich majorantu M € M(fAg) a
minorantum € m(fA g) existuje kalibr 6 na [a, b| takov, Zze nerovnost(6.15) plati pro
kazce o—jemre zn&ere Bleri (o,€&) intervalu[a,b].

6.20 Definice.Jestlze

(PS) 1 Fdg = <PS>/:Z} dgeR.

b
pakfikame,ze existujePerronliv-Stieltieslv integial (zkracer® PS-integral) (P9) f dg

funkce f vzhledem keg od a do b. Jeho hodnota je Gena spolénou hodnotou hoiiho
a dolriho integalu, tj.

Ps) [ 'fdg = (PS) /_ Fdg = (PS)/:bf dg

Vztah PS-intedalu a KS-integalu popisuje asleduici véta.
b
6.21 \eta. Integral (PS) / f dg existuje tehdy a jen tehdy, kdexistuje KS-integial

/ f dg avtakoem gipade maj oba integély stejnou hodnotu,

/fdg— PS/fdg (6.16)

b
DOkaz. a)kedpokhdejme,ze (PS)/ fdg=I€eR a nechtje dano libovolre

¢ > 0. Podle definice dolimo a horimho PS—i?\teg'ilu and PS-inte@tu existuj majoranta
M eM(fA g) aminorantam € m(fA g) takow, ze

M) — M(a) —e <I<m(b)—m(a)+e¢
neboli

I—e<m(b)—m(a) a M(b)—M(a)<I+e. (6.17)
Podle pozamky6.19existuje kalibry na|a,b] takowy, ze 6.15) plati pro kazdé —jemre
zn&ere kleri (o, &) intervalu [a,b]. Kombinad nerovnost (6.15) a (6.17) zjistime, ze

nerovnosti

I—e<m(b) —m(a) < S(o,&) < M(b)—M(a)<I+e¢
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plat pro kazde /—jemre zn&eré celeri (o, &) intervalu [a,b]. Odtud plynou existence
KS—integalu /bf dg arovnost6.16).
' b

b) Predpokhdejmeze existuje intedtl / fdg=1€eR ajedano libovolre ¢ > 0. Podle
definice6.2 existuje kalibri. takow, ze ‘

. g < S(o,8) <1+ g pro (o, &) € (6. [a, b)) (6.18)
Definujme M (a) =m(a) =0,

M(z) = sup {S(p,m): (p,n) € #(0z; [a,z]) pro =€ (a,b]

m(x) = inf {S(p, n):(p,n) € #(d:;a,x]) pro ze€ (a,b].
Podle 6.18 mame

[—c<I- % < m(b) — m(a) < M(b) — M(a) < 1+g <<T+e (6.19)
Necht z€a,b) a t€[z,2+5.)N[a,b] and necht(p,n) je libovolné zn&ere deleri
intervalu [a, x]. Potom plait

S(p.m) + f() [9(t) —g(x)] = S(p, ), (6.20)
kde p = pU {t} an=nU {z}. Pfechodem k supremu na obou stah rovnosti.20)
obdrZzime nerovnosti

M(t) > M(z)+ f(x)[g(t) —g(x)] pro z€la,b) ater,x+7d.)N]a,bl.
Analogicky,

M(z) > M(t)+ f(x)[g(x) —g(t)] pro xz€(a,b] ate(z—95.,z]Na,bl.
Podobi&, niizeme dokzat i rasleduici nerovnosti

m(t) <m(z) + f(z)[9(t) —g(z)] proze€la,b] a telr,z+05:)N[a,b]

m(z) < m(t) + f(z) [g(x) —g(t)] proxe€la,b] a te(x—o,z]N]a,b].

Funkce M je tedy majoranta a funkce: minoranta prof vzhledem keg. Podle defi-
nicel6.17 lemmatu6.18a nerovnosti®.17) tudiz dostaneme

[—5<m(b)—m(a)§(PS)/bfdgg(PS)/bfdggM(b)—M(a)<I+€

a prot@e ¢ > 0 bylo libovorg, znamea to, Ze plat

(PS)/abfdg - <Ps>/a?dg= (PS)/abfdgz 13

Dokéazali jsme vztahd.16). a
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6.3 Existence integi@lu

V prikladechi6.15 jsme ucili hodnoty réktegch KH-integalll pfimo z definice. Nyn
si ukdzeme, jak Ize v &kterch jednoduciich pfikladech ugéit z definice hodnoty KS-
integralu.

6.22 Hiklady. (i) Z definice6.2je zZfejmé, ze je-li f(t)= f(a) na|a,b], pak

[ 1d0= 1@ lg) - g(a)] a [ gdr =0

pro kazdou funkcig : [a, b] — R.
(i) Prolibovolnou funkcif : [a,b] — R plaf

’ fdx@e = f(r)  pro7e€la,b), (6.21)
abf dXire) = f(7)  pro 7€ (a,b, (6.22)
abf dXja, = —f(1) prorea,b), (6.23)
bf d X[ = —f(7) pro7e(a,b] (6.24)

—f(a) pro T =a,
f dx[ﬂ = 0 pro 7 ¢ (a, b), (6.25)
f(b) pro 7 =b.

Ukazme si odvozenvztahl (6.21) a (6.22). Zbyvajici se z nich @ odvod pomod véty
6.11

a) Nechtre[a,b) a g(z)=x(p)(x) Nala,b]. Potom je g=0 naa,7] atedy podle
prikladu (i) mame

/andg:().

Podle lemmatl6.12, existuje kalibrd na [r,b] takow, Zze je T =09 =¢; pro kazdé
zn&ere klen (o, &) € «7(9;[7,b]). Navic,

g(o;) —g(o;1)=0 pro j=2,3,...,v(a).
Tudiz,

b
S(0,&) = f(7)[glor) — g()] = f(7) a / fdg = f(r).
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Dillkaz relace.21) dokortine pomotvéty6.11.
b) Vztah £.22) se dokazuje analogicky. Tent@trosem name

b

7€ (a,b], g(x)=Xpp)(z) @ / fdg=0.
Podle lemmati.12mizeme zvolit kalibré na [a, 7] tak, aby

Ovio) =&v(o) =T

platilo pro k&dé zn&ere celeni (o, &)<« (0; [a, 7]). Potom pro kadé (o, £)€«/(0; |a, 7))

dostaneme tak
5(0.€) = £ [9() = 9l = £(7) & | Fg=f(r).
Plaf tedy relace®.272).

(iii) Pro libovolnou funkcig regulovanou nda, b] plaft

b

[ xeardg = 96) = g(r+) pro relab)
b

[ X 89 =) = g(r-) pro 7€ (@b,
b

/ Xla,r] dg = g(7+) — g(a) pro 7€ la,b),

b
/ Niam dg = g(r—) — ga) pro 7€ (a,b]

ATg(a) pro T =a,
b
/ X[ dg = ¢ Ag(r) pro 7 € (a,b),
A~g(b) pro 7 =b.

Opét se omeime na dikaz prviich dvou vztah.

a) Nechttedy nejprver € [a,b) a f(z) = x(rp)(x). Potom

/andg:o.

Bud danos >0 a nechtr. > 0 je takow, ze

lg(7+) —g(z)| <e proxze(r,7+n.).

(6.26)

(6.27)

(6.28)

(6.29)

(6.30)
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Podle lemmatifh. 12mbizeme zvolit kalibrd na[r,b] tak, aby bylo 7 =0, =¢&; pro kazde
d—jemré zn&ere klen (o, &) intervalu[r,b]. Polazme

0-(x) =
) d(z), kdyz x € (7,b].

{min{ng, 5(r)}  kdyz z=r,
Potom pro kddé j.— jemre zn&ere clenri (o, &) intervalu|r, b] bude
T=00=& a o (1, T+1:)
atudz
1S(0,€) = [9(b) —g(7+)
= |19(0) = 9(0u(e)-1)] + [9(Ou(@)-1) = 9(Ou(o)-2]

]
+ -+ [glow) — glon)] — [g(b) — g(+)] |
= lg(r+) — g(o1)| <&

J

Proto

/be dg = g(b) — g(7+),
a, dky vet6.1],
/abfdgz/arfdg+/ffdg=g(b)—g(7+),
tj. relace [6.26) plaf.

b) Ve drutem dipack je 7€ (a,b] a f(x)=x[-p)(z) proz€la,b]. Mame

b
/ £ dg = g(b) — g(r).

Bud danoe > 0. Zvolmen > 0 tak, aby bylo |g(7—) — g(z)| < e prokade z € (1 — n, 7).
Dale, pomotlemmatu6.12 zvolme kalibré na [a, 7] takow, ze 7=0,(0) =&, s) Pro
kazde J.—jemre zn&eré clen (o, &) intervalu[a, 7]. Polazme

d(x), kdyz z € [a, 1),
de(x) =
min{n., ()} kdyz z=r.

Proda® (o,£) € «(0;]a,7]) je

T=0y(o) :gu(a)a Ou(o)-1 € (T — e, T)a S(O’, 5) = g(T) - g(au(a)fﬁ-
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Dale, vzhledem k definici., mame

S(0,€) = [9(7) = g(7=)]| = ll9(7) = 9(00(o)-1)] — [9(7) — g(7-)]]
=l9(7=) = g9(ovo)-1)| <&

a koné&ne, dky vet6.1],

/abf dg = /an dg+/7bf dg = g(b) — g(7—).

Pokud jde o existenci integlu, prot@e kada jednoduch skokowa funkce je konénou
linearri kombinad funkdi tvaru x4, X5, X3, kde 7 miize byt libovolny bod z [a, b)
(viz (2.30), miizeme y3e uvedea @iklady shrnout do asleduiciho tvrzen.

6.23 Disledek. Jestlze g€ Gla,b] a f €Sla,b], pak oba integaly

/abfdg a /abgdf

existuj.

6.24 Cviceni. Dokazte rasleduici tvrzen:
Necht

h:la,b] =R, ceR, D={d;,ds,...,d,} Cla,b] & h(x)=c prox € [a,b]\ D.

Potom

b
/fdh = f(b) h(b) — f(a) h(a) — (f(b) — f(a)) ¢ pro kazdou funkcif :[a,b] —R.

Navod: Funkcih zapBte ve tvaruh(x) =c+ Z [h(dy,) — c] x(a,) (z) @ poiijte vysledid

k=1
7 piikladii6.22

Dalsi tfi vety nram poskytuj zakladn odhady pro KS-inte@ly za gredpokladuze tyto
integraly existuj. Prvri dvé z nich nevyaduj zadré dabi pfedpoklady o funkich f and
g. Je o\sem Zejme, Ze prakticly vyznam mdij tyto véty pouze za fedpokladuze f je
ohranteré nala, b] a ¢ ma kon&nou variaci nda, b| (ve ve6.25) resp. f ma koné€nou
variaci nafa, b] a g je ohran€era nala, b] (ve vetel6.26).
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6.25 \eta. Necht f, g:[a,b] — R. Potom
1S(a,€)| < ||f||var’ g holds pro each(o, &) € 7]a,b]. (6.31)

b
Jestlze navc existuje integal / fdg, pak plat

b
fdg| < Il var, . (6.32)

b
A jestlZze k tomu existuje i inte’gr/ |f(x)| d]varig], pak plai

b b
[ 10] < [ 1@l dlvarzg] < 7] varts (6.39)

D ik a z plyne z tohoze nerovnosti

v(o) v(o)

|<Z|f€g!|goy> ajlr<er£J (varZ  g) < ||f]lvar, g

plati pro kazdée zn&ere kleri (o, &) intervalu[a, b]. O
6.26 \eta. Necht f, g:[a,b] — R. Potom
1S(a,€)| < (If(@)| +|f ()| +var’ ) |lgll pro ke (o,6)€ 7[a,b].  (6.34)

b
Jestlze existuje integi / fdg, pak plat takée

b
7 dg| < (1f(@)|+ 17 ®)] +vars £) llgll. (6.35)

Dukaz. For an arbitrary(o, &) € 7 [a,b] mame
S(e,€) = f(&) [9(o1) — g(a)] + [ (&) [9(02) — g(01)]
+ o S (6m) [9(0) — g(om—1)]
= [(b) g(b) — f(a) g(a)
—[f(&)=f(a)]g(a) = [f(&2) = f(&1)] g(01)
— = [f(b) = F(&m)l 9(b)

= f(b) g(b) Z (&)~ (&) 9(oy),

kdem=v(o), & =a a&,1=>0. Nyni uz nerovnosti$.34) a (6.35) okanité plynou.O
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6.27 Pozramka. Zpravidla oxsem vysté@ime s trochu hru®mi odhady

1S(e, ) < 2| fllsv llgll  pro (o,€) € 7[a, b]

misto 6.34) resp. 6.35).

Take dabBi jednoduchk odhad integalu se ojira gfimo o definici KS-intedalu.
b
6.28 \eta. Necht g € BV[a,b] a f:[a,b] — R jsou takoe, ze integél/ f dg existuje.
Dale, nechtexistuj kalibr § € ¢[a, b] a funkceu: [a,b] — R neklesdici na [a,b] takowe,
ze

€la,b] a te(r—4o(r),7+4(7))N[a,b] }
(6.36)
= [t—7|[f()l1g(t) = g(7)| < (t =) (u(t) —u(7)).
Potom
fdg( < u(b) - u(a). (6.37)

Dl kaz. Prokade &jemre zn&ere cgleri (o, €) intervalu [a, b] mame podlel.3€)

Z | (l9(o5) — 9(&) + 19(&) — 9(oj-1)l)

S
Jj=
V(a)
< (uloy) — u(oj-1)) = u(b) — u(a).
7j=1
Vzhledem k definici KS-inte@du plyne odtud nerovnost(37). O

Véta6.25nam umani dokazat nejjednodisi vétu o konvergenci integit.

6.29 \eta. Necht f : [a,b] — R je ohranteranala,b], g € BV|a,b] a nechtposloupnost
{f.} funkd definovagch na intervaluja, b] je tako\, ze

Tim [, = £ =0, (6.38)

b b
pfiCent existuj vSechny intedly / fndg, n € N. Potom existuje tak intega@l / fdg
a plat ‘ ‘

hm fn dg / fdg. (6.39)
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D Ukaz. a)Protte f je ohrantera, plyne z pedpokladu(®.39), Ze existujeny € N
takowe, Ze plat

£l <1Ifll+1 < o0 provsechnan > n.

Podle \ety 6.25tedy mame

b
/fn dg‘ < (JIfl[+1)vart g < oo provsechnan > n.

Podle Bolzanovy-WeierstralRovty tedy existujrostoud posloupnost{n,} C N acislo
I €R takowe,ze plat n; >ng a

b
klim / fn,dg=1. (6.40)

b) Ozn&me

b
I, :/fnkdg prokeN,

Su(c,€) =Sy, 50(c,€) PrOkEN, (0,€)€ 7 [a,0], (6.41)
S(e.§) = Spag(0,8) pro (o,§) €7 [a,b].
Bud danocs > 0. Vzhledem k[6.39) a (6.40) mlizeme zvolitk, € N tak, Ze plat
Iy —I| <e alfu — fll<e pro k> k. (6.42)

Dale nechtd, € ¢[a, b] je kalibr naja, b] takowy, Ze pro Bechnaj,— jemra zn&era cleri
(0,&) intervalu[a, b] plaf

|Sko(07,&) — Iy | < e (6.43)
Pro ka&dé (o, &) € «7(6y) mame podle§.42)

)

v(o)
5(0,8) = 5,(0. )] = | 3 (F(&) ~ fuy (€) (9(03) — 9(051))]

1

<.
Il

< fary = fll V(g o) <evarl g.
Tudiz, vzhledem k§.42) a (6.43), dostvame
’S(O’,ﬁ) - [‘ < ’S(UaE) - Sk’o(o-vs)‘ + ‘Sk?o(a'?E) - Iko’ + |Ik0 - [|
<e(vartg+2)

pro kazde (o, &) € «7(dy). To znamea, Ze plat

b b
/fdg:]:klim/fnkdg.
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c) Kon&né, pomotvét6.8a6.25dostaneme

/bfn dg —/bf o[ < ||f — fllvartg prokaide neN.

Vzhledem k|6.39) tedy plat i (6.39). O
Nyni miizeme formulovat prvivyznamr@jsi existereni vysledek.

6.30 \eta. Necht f € Gla,b] a g€ BV][a,b]. Potom integal /bf dg existuje a plait

(6.3)). ‘

D 0 kaz. Prokadou regulovanou funkcj existuje posloupnos{f,} jednoduckich
skokowch funkd, ktera konverguje stejnoérmé nafa, b] k funkci f (viz vétu4.7). Podle

b
diisledku6.23existuf vsechny integaly /fn dg, n € N. To znamea, Ze podle ety6.29
b a
existuje tale integal /f dg aplat (6.39.

Ziejmeé | f| € Gla, b]. Podle gedchoz ¢asti dikazu tedy existuje t@kintegal

b
[ 1) dlvars o],
a tudz podle \ety6.25plati (6.317). O

Ukazeme si jednu ne zcela tradini aplikaci et6.28a6.3Q

6.31 \eta. Pfedpokhdejme ze funkceh: [a,b] — [0, 00) je neklesdfi a zleva spojé na
(a,b]. Potom pro kace k€ NU {0} plati

b hk-i—l(b) o hk'H(CL)
Fdh <
‘lh dh < P . (6.44)

D Uk az. Pogimnéme si nejprve tohde podle ety/6.30integial na le\e stra@ nerov-
nosti (6.44) existuje pro kade k € NU {0} . Formule 6.44) trivialré plat, je-li £ =0 nebo
je-li funkce h konstantih Predpokbhdejme tedyze h neri konstantin Bud dano libovolré
k e N. Podle \ety6.28potfebujeme naf kalibr § takowy, ze

RFFL(t) — hFHY(7)
kot 1 (6.45)
pro T€la,b] a te(r—4(r),7+(r))NJa,b].

(t=7) h* () (h(t) = h(7)) < (t—7)

Po provedenelemenarn Gpravy

hk—i-l(t) o hk+1(7_>
k+1

::hallﬁﬁﬁ[gghﬁi@”f@ﬂ (6.46)
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si snadno rozmy#ghe,ze pro daa ¢, 7 bude platit nerovnost \6(45) bude-li

k
Z hE=H(t) B (7 (6.47)

=0

Vzhledem k mondinnosti funkceh je h*~i(t) > h*~i() pro t € (r,b]. Odtud okaniité
plyne,Ze nerovnosid.47) plati pro ¢t € [7,b].

Na druhou stranu,ily spojitosti funkceh zleva, pro k@ade >0 a kazdé 7 € (a,b]

existujed(7) > 0 takow, Ze plat

) > B ) -

A

a

prokade t € (r —5(r), 7] akazde i€ {0,1,...,k}, kde

A= max{[|hi]], |h]|:i=0,1,...,k} = max{hi(b):i=0,1,... k}.

Zrejmeé je 1 <A < oo. To dale znamea, Ze je

k

1
k_Hthl t)h (T k_z ) — ||R )th(T)—é“

=0
prokade >0, 7€ (a,b] a te(r—i(r),7].
Polazme j&t §(a) = 1. Potom ntizeme n&e (vahy shrnout takze nerovnostd.47)
plati pro kazdé k e NU{0}, 7 € [a,b] a te (7 —(7), 7+ (7)) N]a,b]. Plaf tedy talé
(6.45) a pomog vety6.28 kde pol@ime
hk+l<t>
k+1

f(t) =nk@), gt) =h(t) a u(t)= pro t € [a, b], (6.48)

dostaneme tedy konee (6.44). O

6.32 Cviceni. Dokazte tvrzem doplhujici vetu6.31:
Necht funkce h: [a, b] — [0, 00) je nerostouta zprava spojé na [a,b). Potom pro
kazoe ke NU {0} plati

/bhk dh > hF+1 (b) — pE+1 (a)
u - k+1 '

Nasleduici konvergegni vysledek je tak trochu symetrighk vé®6.29
6.33 \eta. Necht f : [a,b] — R je ohrantera naa, b], g € BV|a, b] a nechitposloupnost
{g,} funkd definovafch na intervalula, b] je tako\a, Ze plat

lim var’ (g, —g) =0,

n—oo
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b b
pficent existuj vSechny integaly / f dg,, n € N. Potom existuje tak integ@l / fdg
a plati ¢ ‘

b
lim f dg, / f dg. (6.49)

D Uk az. Dikaz je podobpdiikazu \&ty6.29 Existujen, € N takow, Ze plat
var® g, <var® g+1 provsechnas > n.

Podle ety 6.25tedy mame

/a f dg.

a podle Bolzanovy-WeierstralBovyety tedy existdj Cislo I € R a rostout posloupnost
{ni}CN takow,ze plat n; >ng a

b
klim/fdgnk =1.

Podob jako v 6.41) ozn&me

< |Ifll (varb g+1) prov&echna > n,

1, :/bfdgnk prokeN,
Si(0.€) = Syag. (0.€) pro keN, (o.€)€ 7 [a,b], (6.50)
S(o.&) =Sjag(0,€&) pro(o,8)€ 7 [a,b].
Bud danoe > 0. Zvolme k, € N a kalibr §, € ¢[a, b] tak, aby platilo

’[ko - [| <g, varZ (gnko - g) <e

|Sko (07, &)] — I, | < epro(o,&) e ().
Potom pro kadé (o, &) € «7(0;) mame

5(0,€) = S(0, )] = | Zf &) [9007)=9(05-1) = g, (0349, (03-1)]|

< HfH Vg, —9.0) < |IflIvarg (gn,, —9) <ellfl.
Pro k&dé (o, &) € «7(0y) tedy plat
’S(Uvé) _I‘
< [5(0,8) = Sko (0, &) + [Sko (0, &) — Ly | + [ ko — I
<e(lIf11+2).
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Odtud plyneze

b b
/fdg:I:]}im/fdgnk.

Konetne, oetovrym pouwzitim vét6.8 a6.25dostaneme

b b
[ 10, [ 15| <Ii7lvart (9.~ 9) prokacenen.
Plaf tedy (6.49. O
Vime, Ze je-li funkce f regulovam na[a,b] a ¢ ma kon€nou variaci nda, b], pak
b

podle \éty 6.30existuje integal [ f dg. PFiaplikadch pofebujeme og8em tale pracovat

s pfipademze fe€BVia,b] ag e Gla,b]. PXi dikazu existence integiu v teto situaci
nam dolie poslodi daki konvergegni véta.

6.34 \eta. Necht f € BV|[a, b], g:[a,b] — R, a nechtposloupnost{g,} funkd defino-
varnych na intervaluja, b] je tako\a, ze

Tim {|gn — gl =0, (6.51)

b b
pfiCent existuj vSechny intedaly / fdg,, neN. Potom existuje tekintegiél / fdg

a plat
b b
lim [ fdg, :/ f dg. (6.52)
DUkaz. a)Podlei®dpokladu®.51) pro kazde € > 0 existujen; € N takowe, ze
lgn — gml|| < _c pro vsechnan,n >n;. (6.53)
2| fllwv

Podle n&ich gedpokladi jsou take definovany sechny intedaly

b
I, :/fd[gn]a neN.

Podle £.59 a podle ety [6.26 (viz téZ pozramku6.27) proto plat

b
/ fdgn —gm]‘ <2/ fllsv llgn — gmll < e provsechnan,n >n;.

b
Posloupnost @&nych Cisel { f d[gn]} je Cauchyovsé a tedy ma koné€nou limitu, tj.

existujecislo 7 € R takow, ze aplat

b
lim [, = lim [ fdg,=1. (6.54)

n—oo
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b
b) Dokadzeme,ze /f dg=1I. Bud dano libovolré ¢ > 0. Zvolme n, € N tak, aby bylo

sowasre

Ly—1I<c a |gn—gll < m (6.55)
Pro k&dé (o, &) € 7(6y) ozn&me
v(o)
Sno(0,€) := Syag,(0,€) = Zl F(&5) [9no (95) = Gno (75-1)]-
-
Dale, zvolme kalibré, € ¢a, b] tak, aby platilo
|Spo (0, &) — I,,| <e prokadé (o,&) € (d). (6.56)

Podle pozamky/6.27 a podle nerovnosi(6.55), (6.56) pro ka&zdé (o, &) € /() dosh-
vame

15(0,8) =1 < [S(0,€) = Sno (0, §)] + [Sng (07, §) = Lng | + [y — 1
= 152 1g-gag)| £ [Sno(07:€) = Ing| + [ Lng — 1|
< 2| fllev 19 = gnoll + [Sno(07, &) = Ing| + [ng — I| < 3¢,
cili
|S(e,€)— 1| <3¢ pro (o,&) € ().

b
To ovSem znameh, Ze /f dg existuje a plat(6.52). a

Nyni uz mlizeme dokzat existeéni vétu o jejz pofrel? jsme se o trochugge zmnili.

b
6.35 \eta. Jestlze fe BV |[a,b], g€ G[a, b], pak integal /f dg existuje a plat (6.35).

DU kaz. Zvolme posloupnodty, } jednoduckch skokoych funkd, ktera konverguje
stejnon@rné nafa,b] k funkci g (viz vétu4.7). Podle disledku6.23 existuj vSechny in-
b b
tegraly /fn dg, ne€N. To znamea, Ze podle ety 6.26 existuje talk integal /f dg
a plat (6.0359. ‘o

Vime, Ze stejnordrra limita regulovagich funkd je regulovaia funkce (viz ¥tu4.3).
Nasleduici konvergegni tvrzeri je tedy gimym diisledkem @t6.26a/6.3%
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6.36 Disledek. Jestlze g, € Gla,b] pro neN a lim ||g, —g| = 0, pak pro k&dou
funkcifeIB%V[a b| plati

b
lim f dg, / f dg. (6.57)

n—oo

Nasledule da varianta konvergdimiho tvrzen, ktera nen pokryta \etami, kteé jsme
zafim uvedli. Jeho tlkaz je oem zalden na stejam principu jako dkaz \éty6.3%

6.37 \eta. Pfedpokhdejmeze funkcey je ohranteré nafa,b] a f€BV[a,b]. Necht
posloupnost f,,} C BV|a, b] je takow, ze

b
/ fndg existuje prokade neN a lim ||f, — f|lsv = 0.
Potom existuje taéqnteglal/ f dg a plati

lim fn dg /fdg

n—oo

Dlkaz. Podle etl6.8 a6.26(viz téZz pozramku6.27) je

b
dg~ [ 49| <211l £, ~ fullav ~prolibovolram, ne .

b
Posloupnost{ / fn dg} je tedy cauchyovska existujel € R takow, ze plat

b
lim fn dg = 1.

n—oo

Ukéiemeze/ fdg = I. Bud dano libovolre £ > 0. Zvolme ny € N tak, aby platilo

dg—1| <& a |lfo— fllsv <e.
Dale zvoImecS €%[a,b] tak, aby pro kadé (o, &) € «7(0.) platilo

/fno dg’ <e,

kde S, (0, §) = Sy, a4 (0,€). Podle 6.39) pro libovolré (o, §) € 7(5.) mame
‘S(O’,ﬁ) - Sﬂo(o-u €)|

< (1£(@) = Fun @] +1£(6) = oo 0)| +vars ( = £u)) I

< 2{[f = faollev ll9ll-
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Souhrnem, pro libovok (o, §) € «7(6.) dostvame

$u(0.6)~ [

< ‘S(Uvs) - Sno(o"EM +

dg—[‘

<2|f = fuollev lgll +2e <2 (llgll + 1).

Odtud plyne rovnost
b b
/fdg:I: lim/fndg.
a n—oo a D

Na zaver tohoto odstavce si @akeme avod k Wpoctu integalu / fdg, je-liznama

b
hodnota integilu | f€dg, kde fC je spojita cast funkcef. V nasleduicim tvrzen
objev se objev SOUV:C'EOVS/ symbol

> [ATF(d) (9(b) — g(d—)) + AT £(d) (9(b) — g(d+))] (6.58)

de D

kde D je mnazina bodi nespojitosti funkcef € BV|a,b] v otewerém intervalu(a, b).
Mnozina D ma tedy nejySe spgetré mnoho prvk. Je-li kon€nma, pak Wznam sym-
bolu (6.59 je evidentm. Je-li D nekon€na, pak existuje vaiemreé jednoznéné zobrazen
keN —d, € D takow,Ze D = {d;}. Takowch zobrazenje sice nekonéé mnoho, do-
kédzeme alezefada

Z [A™ f(di) (9(b) — g(dr—)) + A* f(di) (9(b) — g(dr+))]

je absoluté konvergentn NezleZi tedy na konkétrim uspdadan mnaziny D a mizeme
tedy pouit zapis £.59 nebo take

Y [ATf(2) (9(b) = gla=)) + AT () (9(b) — g(a+))] (6.59)

a<x<b

jako v pozramce2.29
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6.38 Disledek. Jestlze f € BV[a,b], g € Gla,b], D je mn&ina bodl nespojitosti funkce
f Vv (a,b) a f¢ je spojita ast funkcef, f(a) = f(a), pak

/ fdg= / FCdg + A*f(a) (g(b) — glat)) + A F(B) A g(D)
‘ ‘ (6.60)
£ [A£(d) (9(b) — g(d—)) + A F(d) (9(b) — g(d+))].

Dl kaz. Fedpokhdejmeze D je nekoné€na, tj. D = {d,}. Podle \éty2.28plaf

o0

D AT F(dr) Xiapp) () + AT F(di) X(app) ()]
k=1 (6.61)

<Y AT F( )+ AT f(dy)]] < o0
k=1

pro kadé x € [a,b]. Rada na leg stra@ nerovnosti§.61) je tedy pro kdde z e la, b]
absolut® konvergentna ma smysl definovat

fB(x) = AT f(a) xan(x) + A7 F(0) xpy(2)

+ ) [ATF(di) X1 (@) + AT f(di) X(a0) ()] Proz € [a,b]

fo(@) = A% fa) x(an () + A7 F(b) xp ()
+ Z [A™ F(di) Xiaep) () + AT £(di) X(app)(x)] Proz € [a,b] a n€N.

Podle \ty2.42je B skokowacast funkcef, f€= f — fB jejeji spojitatast, fB(a) =0
af®a)=f(a) . Dale

o0

fR@) = [ (x) = Z (A7 (dr) Xy ) (%) + AT (di) Xy ()]

k=n-+1

pro x € [a,b] a n€N. Podle definicé.37je fB—fB skokowa funkce a podle &ty2.38
je
var, (f® = £2) < > [ATF(d)]+[ATF(d)]]- (6.62)
k=n-+1

Na pra\e stram@ nerovnosti.62) je zbytek absoluté konvergentnfady a mustedy platit

[e.9]

lim var;, (f® — £%) < lim Y [[A7f(d)]+[ATf(d)]] = 0. (6.63)

n—00
k=n+1
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b
Odtud podle @ty 6.37plyne, Ze integal / fBdg existuje a pldtrovnost

b b
/deg = hm/ fBdg. (6.64)

Na druhou stranu, podl& (26), (6.27) a vety6.8je

b
/ £8dg = A* f(a) (9(b) — glat)) + A~ F(b) A g(b)

n (6.65)
+ 3 (A £ () [96) — gldim)] + A* F(d) [9(b) — g(di+)))
k=1
pro kazdé n € N. Diky (6.64 a (6.65) tudiz dosbvame
/ £ dg = A* f(a) (g(b) — gla+)) + A~ F(b) A g(b)
o (6.66)

+3(87 () (9(0) — gldh=)) + A F(de) (900) — gl +)) ).
Protaze podle disledku?2.30je
D AT f(di) (9(b) — g(di—)) + AT f(di) (9(b) — g(di+))]

<219l > (1A F(de)| + A" f(de)]) < 2 lg]l (vark ) < o0

k=1

vidime, Ze fada na pra@ stra@ rovnosti [6.65 konverguje absolutha mizeme ji tedy
vyjadit ve tvaru

D (A7F(dh) (9(6) — gdi=)) + A F(di) (9(b) = 9(dit)))

k=1

= >~ (A7) (9(b) — g(d)) + AT £(d) (9(b) ~ 9(d)))

de D

resp.

D (A7F(dh) (9(6) = gld=)) + A £(di) (9(b) — 9(dit)))

k=1

= > (A7) (6(0) ~ 9@) + A F (@) (900) ~ 9()))

a<x<b
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Jestlze f = fc + fB je jiny rozklad funkcef na spojitou a skokovo@ast, pak podle
vety2.4Zexistuje konstanta € R takowa, ze plat

flz)— fCx) = fB(x)— fB(x) =c prokeazde z € la,b].

Potom je osem

b b b b
(/fC®+/ﬂ”dgf/fC®+cw@—yWHf/fﬁw—dmw—mw]

:/abfcdg+/abf3dg.

Plaf tedy (6.60), pfiCent hodnota integalu neavis na volte rozkladu funkcef na spoji-
tou a skokovol£ast.

Je-limnaina D kon&na, je platnost vztahl6(60) zfejma. O
V situaci symetrick k disledku6.38mame

6.39 Lemma. Jestlize f € Gla,b], g€ BV|[a,b], D je mnaina bodi nespojitosti funkce
gV (a,b) a g€ je spojita Cast funkceg, pak

b
/ﬂﬂgt/fw T fla) Atgla) + 3 F(d) Agld) + f(B) A g(b).  (6.67)
a de D
D Uik az je analogick diikazu disledku6.38a je ponechntteréri jako cviceri. O

6.40 Cvicen. Dokazte lemmat.39
Navod: Vywijte tvrzeri2.45a vétu6.29a postupujte jakoipdikazu disledku6.38)

6.4 Integrace per-partes

Pro dikazy disledku6.38a lemmatu6.39 byly uzitetné piklady 6.22 Nasleduici tech-
nicka lemmata jsou péebra pro dikaz \ety o integraci per-partes, kéeje n&im dakim
vyznamrgj§im cilem. Talé v jejich dikazech budoufjklady6.22 vyuzity.
6.41 Lemma.Nechth € Gla,b] a

h(z) =c¢ pro xz€la,b]\ D, (6.68)

kdeceR a D je nejSe spdetra podmndina intervalu(a, b). Potom

h(x—)=h(z+)=h(a+)=h(b—)=c plati pro kaze z € (a,b). (6.69)
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Dlkaz. Rovnosth(t—)=c ah(s+)=c zfejmeé plaif pro libovolrat € (a,b] as € [a, b),
ktera nejsou hromadmi body mnainy D. Na druhou stranu, je-li € (a,b] hromadry
bod mnainy D, zvolme rostoutposloupnostz,} C [a,x) \ D konvergujci k z. Zfejmeé
limg_ooh(xy) = c. Prot@e h € Gla, b}, to ovsem, vzhledem k jednozéaosti limit, zna-
mera, ze je takk h(z—) = c. Podob®, rovnosth(z+) = ¢ plafi i pro kazdé z € [a, b),
které je hromadim bodem mniiny D. O

6.42 Lemma.Nechth € BV[a,b], ceR a D C(a,b) je nejyse spéetra mnaina tako-
va, ze plat (6.69. Potom pro kdadou funkcig € Gla, b] plati

| g =clo®) - 9(@) + (h(a) - ) A" gla)
a (6.70)
+ 3 (h(d) — ¢) Ag(d) + (h(b) — c) A" g(b).

deD

DOkaz. Protde h e Gla,b], podle lemmati6.41plafi (6.69. Funkceh©(x)=h(a) je
tedy spojificast funkceh, h® = h — h©,

A*h(a)=c—h(a), A h(b)=h(b) —c
A~h(z) = h(x) —c= —A%h(z) prokade z e (a,b).

Pro libovolnou funkcig € Gla,b] tedy podle dsledku6.3& kde funkci f nahradme
funkd h, dostaneme

b
/ hdg = h(a) [g(b) — g(a) ] + (¢ = h(a)) [g(b) — g(a+)]

+ > (h(d) =) [g(b) = g(d—) = g(b) + g(d+) ] + (h(b) — ¢) A™g(b)

tj. plati (6.70). O



STIELTIESUV INTEGRAL (KURZWEILOVA TEORIE) 167

6.43 Cvieri. Nechtr € (a,b), #€R a

0 kdyz t<r,
g(t) =14 »x kdyz t=r,
1 kdyz t>rT.

Dokazte,ze

b
/ pgdg = (1)
plati pro libovolnou funkciy € BV [a, b].

Navod: Poldte h(t)=p(t)g(t) protela,b] apomotlemmatu6.42spdtéte integaly
T b
/ hdg a / h dg.

6.44 Lemma.Nechth € G[a,b], c € R anejySe spéetra mna&ina D C (a, b) jsou tako-
Ve, ze plat (6.68). Potom pro kadou funkcig € BV|[a, b] plati (6.70 a

[ adh = g(6)h®) ~ g(a) hla) - ¢ (500 - gla). (6.71)

D U k az. Redpokhdejme,ze mnaina D je nekoné€na, tj. D = {d,}. Podle lemmatu
6.41mame

h(x—)=h(z+)=h(a+)=h(b—)=c prokadéz < (a,b)
atedy
Ah(z) = h(x) —c= —A%h(x) prokade z € (a,b).
Funkceh : [a,b] — R splhuje 6.69 prave tehdy, kdy
h(x)—c kdyz xe D',
h(z) =c+ (=)
0 kdyz ¢ D',
kde D' = DU{a}U{b}. ProneN ozn&me D/, = {d}}_,U{a} U{b} a
h(z)—c kdyz x€ D),
hp(x) = c+ )
0 kdyz = ¢ D .
Potom pro kadé n € N mame h,,(a) =h(a), h,(b)=h(b),

hn(x) = ¢+ (h(a) +Z (dx) — ) X} (%) 6.72)

+ (h(b) —¢) x(z) pro z € [a,b]
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() = hn(2)] =

|h(z)—c| kdyz xeD\D,,
0 kdyz x € [a,b]\ (D\ D).

Bud danoe > 0. Potom podle &sledku.9je potet prvkii v mnaziné D, téchz € [a, b],
pro réz je

[A™h(z)| = |[ATh(z)] = |h(z) — c| =€
nejwyse konény. Existuje tedyn. € N takow, Ze je D, C D! pron>n.. Tudiz
|h(2) — hn(2)| =0 pro kazde z € D..
Protcze je Zejme talé
|h(z) — hy(z)| <e jestlize z €a,b]\ D.
plat tedy ||h — h,| < e prokade n>n.. Jingmislovy,
lim ||A — hy|| = 0. (6.73)

a) Nyr, podle £.72), véty 6.8 a formule 6.25 (viz té€z cviceri 6.24) urCime pro kade
n €N integ@ly

n

/ gdh, =S (h(d) — o) / 9dxiag = 9(6) [(b) — ] — g(a) [b(a) — c]

— 9(b) h(b) — g(a) h(a) — clg(b) — g(a)].

Podle 6.79 a podle disledku6.36tedy name

/ gdh = lim | gdh, = g(b) h(b) — g(a) h(a) — c[g(b) — g(a) ],

tj. plati (6.71).

b) Podobg, podle6.72), véty6.8a formul (6.27), (6.29 a (6.29 mame pro kdde n € N

b b
[ s = c9(0) ~ @) + (i) ~ ) [ o
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Podle 6.73) a vty 6.29je ovsem sodasre

b b
/hdg: lim/hndg

= c(g(b) — g(a)) + (h(a) —c) AT g(a)

tj. plati (6.70).

Modifikace dikazu pro pipad,ze mndina D je koné€na, je Zejma. O

Posledin, dosud né&Sera varianta s funkich spliujici (6.69 je jiz jen jednoduchim
disledkem druého tvrzeinlemmatu6.44

6.45 Lemma.Nechth € BV[a,b], c€R a nejySe spbetra mnaina D C (a,b) jsou ta-
ko, ze plat (6.68). Potom pro kadou funkcig € Ga, b] plati (6.71).

DUkaz. Necht{g,} je posloupnost jednodugbh skokoych funkd ({g,} C S[a, b])
tako\a, ze g, = ¢ na [a,b]. Potom, protde g, € BV|[a,b] pro kazdée n € N, mlizeme
podle lemmatif.44 urcit hodnoty integalli

(/%mh:gawmw—mmwmw—cmgm—%w» pro neN

Podle \&ty6.29tedy plat

/gm:nm gn dB = Tim [ga() 1(b) — g0 (@) (@) — ¢ (gn(b) — gu(a))]

n—oo a n—oo

= 9(b) h(b) — g(a) h(a) — c(g(b) — g(a)),

tj. plati (6.71). O

Nyni uz miizeme dokzat \Etu o integraci per-partes pro KS-intaty: J&t& pgred im
ale @gipomaime konvenci (x) Jmluv a ozn&eri podle kteé klademe

fla=) = f(a) a f(b+) = f(b),
g.
A" f(a)=ATf(0)=0, Af(a)=ATf(a), Af(b)=Af(b) (6.74)
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pro kazdou funkci f regulovanou naa, b]. Budeme-li se tedy nade zmnovat o funkich
f(z—), resp. f(z+), budeme rit na mysli funkce definovanna|a, b] pfedpisy

kdyz ,b), kdyz = =a,
flz+) = {ﬂﬁ) vz welnd) resp. f(z—) = {f(a) yer=a (6.75)
f(b) kdyz x=b, f(z—) kdyz z € (a,b.

(V dlisledku4.11jsme je znaili fresp.f.) Pfipomeime,ze je-li f regulova@ na|a, b],
pak podle dsledku4.11jsou take funkce f(z—) a f(z+) regulova® nala,b] a plaf
(4.4) a (4.5). Analogicky, symbolyA* f resp.A~ f budou znaéit i funkce

.
AT f(x) kdyz x € [a, ),

AHFioo () [a, b)

0 kdyZ z=b.

resp. (6.76)

0 kdyz x=a,
A f:x—
A~ f(b) kdyz x € (a,b].

/

S pomo¢ konvence!6.74) mtizeme formuli|6.70) prepsat do strengjsi formy
/hdg—c a)]+ Y (h(d)—c) Ag(d). (6.77)

6.46 Veta(VETA O INTEGRACI PERPARTES).
Jestlze f € Gla,b] a g € BV|[a, b], pak existujoba integaly

/abfdg a/abgdf

a plat

[ 180+ [ 9ds = 1) 90) - (@) gla)
+ > (A S@) A g() - A fla) Atg()),

a<z<b

(6.78)

kde vydivame konvenc{6.74) a solfet na prae straré je feba ctapat ve smyslu uve-
derem v pozamce 2.29 %,

b b
Dukaz. a) Integul | fdg existuje podle &ty6.30a integal / gdf existuje podle

vety6.35 Dale, podle ﬁsledku4 11jsou funkce

flat), f(z=), g(a+), gla—), ATf, A f, Atg a A7g
Lviz téz text ged disledkeni.38
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regulova® nala, b|, pfiCent existuje nejysSe sp@etra mnaina D C [a, b] takowa, ze
A f(x) =A% f(z) = Atg(x) = A g(x) =0 pro z€la,b]\D. (6.79)

Podle \ety2.28mame talke

> ATg(r) <o a Y [ATg(r)] < oo

a<x<b a<z<b

Funkce A*tg a A~g jsou tedy skoko& funkce a majkone&nou variaci nala, b| (viz
vetu2.39). Tudiz také funkce g(z+)=g(z) + Atg(z) a g(z—)=g(z) — A g(z) maj
kon&nou variaci nga, b].

b) Podle &ét6.30 a6.35existuj integraly

/ fd[atg) / f(2) dlg(z+)], / gd[Af] a / g(x) d[f(z-)]
a mizeme tedy progstipravu
/ fdg +/ gdf
b b b b
_ / F(@) dlg(e )] + / o) d[f(z—)] - / fd[Atg)+ / gd[A™f].

~ - ~

Podle 6.79, funkce AT g € BV|a, b] splhuje podninku (6.68 na nisté funkceh, pficent
nyni mamec=0 a h(b) =0. Podle lemmatis.45je tedy

/ fd[A*g] = — f(a) A*g(a).
Analogicky, podle lemmaté.44mame
/ gd[Af] = g(b) A £(D),
takze
z)d] f(z
/ f(a / o(2) ) 60
/ f( / o) d] f(z—)] + f(a) A*g(a) + A~ F(b) g(b).

c) Prvri integiél na prae stram rovnosti 6.80) miizeme rozldit na sodet

/abf () dlgle+)] / fla=) dlg(w+)] / A”f (@) dlg(a+)) (6.81)
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V prvni ¢asti dikazu jsme konstatovalie funkce g(x+) ma koné&nou variaci nda, b).
Podle disledku4.11, kam dosatine g(x+) misto f, je

tlim+g(t+) =g(x+) kdyz z€la,b) a tlim_ g(t—) = g(z—) kdyz x € (a,b].

Podle lemmatlf.44 kam dosatne h=A"f, ¢=0 a na mst g bude funkceg(z+),
tedy dostaneme

[ @ g = Y A @) dgla). (682

a<z<b

Analogicky, pomotlemmatu6.42 odvodme rovnosti
[t ds@) = [ glas)d - / A*g(e) o] f(z-)
[ a3 ot

a<z<b

(6.83)

Podle disledku4.11je funkce f(x—) spojita zlevanaa,b] a g(z+) je spojita zprava na
[a,b). Podle ety 5.55(ii) tudiz existuj oba (o) RS-integaly

b
() / fa—)dlglzt) a (o) / g(e+) d] f(z—)]

a podle ety6.13existuj take oba KS-integaly

/ fa—) dig(zt)] a / g(e+) dl f(2—)].

Podle \ety o integraci per-partes pro RS-intalyr(véta5.50) mame

b b
/f(ﬂf—) d[9($+)]+/9(93+) dif(z—)] = f(b=) g(b) — f(a) g(at). (6.84)

Dosazeim (6.81)—(6.84) do (6.80) dostaneme @e

/abfngr/abgdf

= f(b=) g(b) = f(a) g(a+) + f(a) AT g(a) + A7 f(b) g(b)

= ) g(t) ~ f@) gla)+ 3 (A*f@c)A g() = A f(2) Atg(r) ).

Dokazali jsmeze plat (6.79). O
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6.47 Pozramka. Pro KS-integal tedy nepldtvéta o integraci per-partes v podnly jaké ji
zname pro RS-inted@ly. Je to zisobenoim, Ze obor funkcpro kteg existuje KS-integ
je podstat@ SirSi nez obor funké, pro ktegé existuj RS-integaly.

6.48 Cvicen. Dokazte,ze za pedpoklad véty6.46 plaf

/fdg— /fa:+dg(w—)+f )Agh)— Y At(x)

a<x<b

/fdg— /f ) dga+) + f(a 3 A f@)

a<x<b

(Navod: Vyuwijte formule odvozea v ptibéhu dikazu ety 6.46)

6.5 Saksovo-Henstockovo lemma aéktere jeho disledky
6.49 Lemma(SAKS-HENSTOCK). Necht f, g: [a,b] — R jsou takoe, Zze integél

/abfdg

existuje. Necht > 0 je dano a necht’ € ¢[a, b] je kalibr na [a, b] takow, ze plat
b
‘S(a,é) —/ f dg) < e provsechna(o,§) € #(9).

Potom pro libovoli sysém {([s],t 1,0;):7=1,2,. } takowy, ze

[si,15] € (0, —6(6;),0;+0(0;)) proj=1,2,....n,
plati nerovnost

‘ i [f(@) l9(t;) — g(s;)] = /tj f dg} ] <e. (6.86)
j=1 8

D Uk az. Fedpokhdejmeze sysém
{(ls5::0,05):5=1.2,...n |

splhuje (6.85. Bud danon >0. Ozn&mety=a, s,,1=>. Jestlte j€{0,1,...,n} a
tj <sj+1, pak, vzhledem k pozamce6.5, existuj na intervalu [t;,s;1] kalibr §; a
di—jemre zn&ere ckleri (o7, ¢’) takow,ze 0;(x) <d(x) prokade z € [t;,s;j11] a

a<s <0<t <s<-- <5, <0, <1, <D,
(6.85)

\S(Jj,g)_/t”lfdg\ <

J

—_— 87
n—+1 (6.87)
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Nyni sestavme—jemre zn&ere céleri (p, n) intervalu[a, b| tak, aby platilo

Zf (t;) — g(s5) +ZSaﬂ,sf = S(p,m).

7=0

(Je-lit; =s;,1, KlademeS (o7, £&7) =0.) Vzhledem k fedpokladim lemmatu tedy ame
Sj+1
‘Z( i) —a(s5)] — / fd9>+z< (07, &) / fdg>‘
t
b
= 5(p,n)—/fdg‘ <e.

Odtud a z/6.87) dosivame

Protaze n > 0 bylo libovolng, plat (6.86). O

b
6.50 \éta. Nech’t/ f dg existuje ac € [a, b]. Potom plat

lim /fdg+f /fdg (6.88)

z € [a,b]
Dl kaz. Buddanoes >0 a nechtd. € [a,b] je takow kalibr, ze
b
‘S(a,g’) —/ f dg‘ < e plati provsechna(o, &) € «7(9.).
Pro k&dé x € (¢, c+ d.(c))N[a, b] vyhovuje systm
{([Sl,tl],01>}, kde t1h=x a 81:9120,
podninkam 6.85). Podle Saksova-Henstockova lemmatu (viz Lentihd&) tedy name

@) o) - g(0) - [ fag| < (6.89)

Podobe, je-li x € (¢ — 6.(c),c) N [a, b], pak poitim lemmatu6.49na sysém {[z, c], ¢}
dostaneme nerovnost

£ ot gt - [ Fag| <=
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Pro ka&dé x € (¢ — d.(c),c+6-(c)) N|a, b] tedy plat nerovnost§.89, a tudz

[ rda= [ rds s lo(e) - gta)

_ / fdg - £(0) lg(x) — g()]] < <,

tj. plati (6.89). O
b
6.51 Disledek. NecHt/f dg existuje,g € Gla,b] a nechtfunkceh:[a,b] — R je defi-

a

novana gedpisem

h(z) = /xfdg pro z € [a,b].
Potomh € Gla,b] a
h(t+) = h(t) + f(t) ATg(t) a h(s—) = h(s) = f(s) A”g(s)

prot€a,b) ase(a,b]. O
6.6 NeurcCity integral
6.52 \eta(HAKE). (i) Necht/ f dg existuje pro kacé x € [a,b) a necht
s ([ g+ £0)lo0) - g(o)]) = TR,
Potom fdg:[.

a

(i) Necht /b f dg existuje pro kacé = € (a,b] a nechit
b
Jm ([ 7 do+ s lofe) — gla)) = 1€

b
Potom/ fdg=1.

Dlkaz. (i) a) Buddanoe > 0. Zvolme A > 0 tak, aby platilo

b)[g(b) —g(z)] —I| <e prokade ze[b— A,b). (6.90)
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. b— , -
Polazmex;, =b— k_ﬁ pro k€ NU{0}. Potom posloupnostz;} je rostoug, khm =0
a

VEeN Fo,€%]a,xy]:
(psm) € (0k; [a, 14]) = )S(p, 'n)—/ f dg‘ <3
b) Definujme kalibré, na[a,b) tak, aby platilo
do(s) < 0x(s) a [s—do(s),s+do(s)] Cla,xx] pro keN a s€[rg_1,xx).

Déle pro kadé s € [a,b) ozn&me symbolemx(s) jednozn&né uiCeré (firozere Cislo k
takowe,ze s € [xy_1, xk).

c) Dokdzeme ze plat
‘su,e)—/ fdg| <= provsechnarela.b) a (r,6) € (s [a,a]).  (6.92)

Nechtje tedy cano = € [a,b) anechtp € N je takowe,ze x € [z,-1,1,) (fj. p=r(z)).
Dale necht (7,0) je libovolné §—jemre zn&ere cler intervalu [a,z]. Ozn&me
v(t)=r. Prokade ke NNJ[l,p] akade jeNNIL,r| takow,ze x(f;) =k, mame

0; —0x(0;) < 05— 00(0;) < 751 <715 < 05+ 00(0;) < 05+ Ix(6;).
Vzhledem k6.9]) vidime, ze pro kadé k € {1,2,...,p} sysem
{(rj—1, 3], 05) - j=1,2,...,r, 5(0;) = k}

spluje gedpoklady lemmaté.49na nmiste {([s;,¢;].6,):7=1,2,...,n}. Plaf tedy

Tj 8 .
‘ > F65) () = g(75-1)] —/ fdg’ < o Prokadeke{1,2,....p}.
(7)< =

i

> 16 otm) ~ 9(-0) - [ 1]

j=1 @

= ’Z > (f(Qj) [9(7) = 9(7j-1)] _/jlfdgﬂ

k=1 r(0;)=k i
<3| (1o —gtn- [ rdg)[ <35
k=1 k(0;)=k Tj-1 k=1

tj. plati (6.92).
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d) Pol&me ¢*(z) = min{b—=z, d(z)} proz € [a,b), 6*(z) = A proz=b. Necht (o, £)
je libovolné §*—jemré zn&eré celen intervalu [a,b] a m=v(o). Potom mus platit
Em=0m=0b, op_1€(b—Ab) a

S(0.8) — 1|=| 32 £(&) o(0) ~ 9(o3- )]+ £(8) 9(0) (1)) ~ 1]
< \7_1%) ol ~glo0)- [ 7]

+

[ a1 o) - glon) - 1]

Vzhledem k|6.92) a (6.90) (kde pol&ime = =o0,, 1) tedy doshvame konéne

S(o,€)—1| <2¢e, bfdg:I.
se.-tf <2 w |

Dilkaz tvrzei (i) se provede analogicky a ponenlame hotterdfi jako cviceri. O
6.53 Cviceni. Dokazte tvrzen (i) veéty6.52a jeho rasleduici variantu:

b
Predpokhdejmeze integal / f dg existuje. Nechje dano z € [a, b) a necht

i ([ re— ) o) - gto)) =1 e

Potom/ fdg=1.

6.54 Hiklady. Pomod¢ Hakeovy &ty mizeme snadno a univetnim zplisobem odvodit
vzorce, ktee jsme v pikladech6.22 odvodili pfimo z definice pomdovhodre volby kali-

b
bru. Nag. formuli/ fdxpp = f(7), kde T € (a,b] a f je libovolna, odvodme takto

/abf dX(rp) = /andX[T,b] = lim (/atde[r,b]+f(T) [X[T,b](T)_X[T,b](t)]) = f(7).

Podob®, pror € [a,b) a g € G|a, b] dostaneme pomotiakeovy \ety

b T b
/X[a,T] dg = / 1 dg +/ Xla,7] dg

= 9r) = gla) + Jim ([ o g+ 1Ia(6) = 9(7)]) = g(74) — g(a)

t—1+
tj. plati (6.29).
6.55 Cviceri. Pomo¢ Hakeovy \ety dokate i zbyvajici formule z Fikladli6.22.



178 KURZWEILOV-STIELTIESOV INTEGRAL

6.7 Substituce

Dalsim diisledkem Saksova-Henstockova lemmatugsleduici lemma, kteg nam ponii-
Ze dolazat \etu o substituci.

b
6.56 Lemma. Nech’t/ f dg existuje. Potom pro kak ¢ >0 existuje kalibrd € ¢[a, b]

takowy, Ze nerovnost

v(o) o,
> |16 ot ~ gl - [ rdg| < (6.93)
plati pro kazce (o, &) € 7(0).

Dl kaz. Buddanoe >0 a nechtd € ¢[a, b] je kalibr takov, ze

stom) [ 7o <

plafi pro V8echnaj— jemra zn&era cBleri (p,n) intervalu[a, b].
Bud dano libovolre (o, &) € «7(5). Ozn&mem=v(o) a

7= {52 m) i () olo) ~ g(op] ~ [ Fdg= 0}

J = {1,2,...,m}\ﬁ.
Sysém
{(loj-1,05],&):5€J"}
splhuje gedpoklady 6.85) z lemmatu6.49na nisté sysému

{[ss: 5], 70}
Podle lemmatib.49tedy plat

S [#€)lstoy) ~ gtor) - [ 1o
jeJt 751 ‘
-| 2 (1©)1ate) - st - [ )<

Podobr |
> |1t ltey) ~ sty - [ e

jeJ- 5=
O'J' c
| X (76 lston) ~ gt~ [ reg)| <5
jeEJ— gj-1
Odtud & nerovnost®.99) okanvité vyplyva. O
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6.57 Veta(VETA o0 suBsTITuC)). Predpokhdejmeze funkceh : [a,b] — R je ohranite-
b

na a, ze existuje integ / f dg. Potom jakmile existuje jeden z intédji

/abh(x) d[/:fdg}, /abh(aj)f(x) d[g(2)],

existuje i druly a v takoem gipade pak plat

/abh(a:) d[/:fdg} I/abh(x)f(x) d[g(x)].

Dl kaz. Podle gty6.10je funkcew(x / f dg definovar pro k&dé « € [a, b].
b
a) Fredpokhdejmeze existuje integ;tl/ h f dg. Bud danocs > 0 a nechtd, je kalibr na

la,b] takow, Ze

v(o) o
D) £16) lotos) — ot = [ npaof <

f 7€) lot0) — gloy-)) - [ s <

0j—1

plat pro kazde o.—jemré zn&ere klen (o,¢&). (Takow kalibr existuje podle lemmatu
6.56)
Bud dano (o, &) € #7(5.). Ozn&mem =v(o). Potom

|2t vl [ s

<3 |ne) [ o106 1) ater) ~ gl

j—1

i’ h(&;) f(&5) [9(o5) — gloj—1)] — /:jlhfdg‘

J

[ fdg — £(6) (o) — 9o

J

+ Z ]h@j) 1) late) ~ gl - [ n o
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b
tj. existuje mtegal/hdw a plat /hdw /hfdg

b) Obracera implikace by se dokazovala pod@hmpet za vydateé pomoci lemmatib.56
O

Pro KS-integal ovsem plat take tvrzen analogiclka vetam o substituci, ktér jsme
dokazali pro RS-inte@ly. Uvedeme alespojedno z nich.

6.58 \eta. Pfedpokhdejme,ze funkce ¢: [a, 3] =R je rostoud a zobrazuje interval
[, 3] naiinterval [a,b] a necht f:[a,b] — R. Pak existuje-li jeden z integl

b I¢]
/ f() dlg(a)) / F(6(x) dlg(6(x)))

existuje i ten drufa a plaf rovnost

/ f(o / f(z (6.94)

D 0 kaz. Pogimréme sizZe protde ¢ je rostouta zobrazuje intervaky, 3] nainterval
[a,b], mud byt ¢ ijejiinverze ¢—! spoijite.

Pro da zn&ere céleri (p,n) € 7[«, 5] polozme
o;=d(p;) proj=0,1,...,v(p) a & =¢(n;) proj=1,2,...,v(p)
ao={00,01,...,00p) ) £€={&1,&,....5 ). Potom (o,&)€ 7[a,b]. Znakime
(0.6) =¢(p.n) a (p.n) = ¢ '(0.&).
Ztejmeé ¢~ 1(o,€&) € 7a,b] prokade (o,&)€ 7la,b].
Pro dawy kalibr Se 9o, B] definujme kalibr 6 € %[a,b] tak, aby platilo

o Hr+6(1)) < o )+ (¢~ (7)) jestlize 7€ [a,b) }
(6.95)

o Hr—68(1)) > o M) = (¢ (7))  jestlize T € (a,b].

Nyni, jestlize ro&ifere delen (o,&) € 7[a,b] je &~jemre, pak podlel§.95 mame pro
kazde j=1,2,...,v(o)

pj= ¢ 0y) < THE +(&)) < 07N E) +(67H(E)) = my +(ny)

pic1 =& Nom1) = 7N E — 8(&)) > 67N &) — 0(¢7HE)) =y — o (ny).

Cili ¢=(c,&) € «(0) pro kazde (o,&) € «/(6). Podob®e bychom ke kademu kalibru
d € 9|a,b] nasli kalibr § € 7[«, 5] takow, ze ¢(p,n) € «/(0), jakmile (p,n)€(J).
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Protaze
v(o) v(o)
Z £&) [a(oy) — g(oj-1)] = Z F6m))) [9((p;)) — 9(d(pj-1))]

pro kade (o, &) € 7[a,b] a(p,m)=¢ (o, &), plyne odtud & snadno dkaz \Bty. O
6.59 Cvicen. (i) Formulujte a dokate analogii @ty/6.58pro pripad,ze ¢ je klesajci.
(i) Formulujte a dokzte analogii ety5.4&

6.60 Pozramka. Vétul6.58je mazno zobecnit viiznych snérech. Na fiklad rasleduici
verze \ety o substituci se uplatnild@ipaplikaci teorie hystereze v ekonomii (vi2]):

Predpokbdejmeze funkce f:[a,b] =R je ohrantera nafa,b]| a f € Gla,b] pro
kazce a € (a, ). Dale nechtfunkce¢ : [a,b] — R je neklesdfina[a,b] a nechtp(a) =c,
#(b) =d. Konene, nechtfunkce g € BV|c,d] je zprava spoji na [c,d). Pro s € [c,d]
polozme ¢ (s) = inf{t € [a,b]: s < ¢(t)}. Potom pro kdce « € [a, b] plati

B(b)

b
/ PO el = [ 1) dgls))

&(

6.8 Integrace na elemenarnich mnozinach

Zatim jsme se zajvali integraé pres peve dary interval, gesrgji feCeno integaly od
dolni meze do hornmeze. Z teorie Lebesgueova intalyr zrame i m@nost integroan
pres libovolre mnainy. Vzhledem k velk obecnosti KS-inte@tu ve smyslu vel&ho
oboru integrovateljch funkd, dostaneme se u KS intédu do potzi s rozumiym zave-
derim integialu plfes obeca mna&iny, pokud se o§em nechceme omezit nédpady, kdy
integrator je spojié funkce. Smysluplm kompromisem se &yt omezeise na integraci
pres elemerdtri mnaziny (viz definice2.59).

6.61 Definice.Jestlze rélné funkcef: [a,b] — R, g:[a,b] =R aelemerérri podmndi-
na E intervalu [a, b] jsou takowe, ze integal fab(fXE) dg existuje, nazveme jeho hodnott
Kurzweilowym-Stieltjesoym integélem (kratce KS-integalem) funkcef vzhledem keg
pfes mndinu £ a ozn&ujeme ji jako [, f dg. Jinakfeeno,

/Ef dg = /ab(fXE) dg

jakmile integél na prae stra existuje.

Podle definic&.61existence inte@lu [, f dg znamei, Ze existuje réalnégislo 7 eR
takoe, Ze pro kade £ > 0 miizeme ndf kalibr § na[a, b] takowy, Ze nerovnost

S(fXE7 dga P>_I <e
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plat pro kazdée 5—jemre zn&eré céleri P intervalu [a, b].

Podle definicé.61jsou rasleduici zakladn vlastnosti KS-integalu na elemeratrrich
mnazinach bezprogedrimi disledky n&ich dosavadieh znalosto Kurzweilowe-Stieltje-
SO integalu.

6.62 Tvrzeri. Necht E je elemeréirni podmnaina intervalu [a, b] a fi1, fo, g:[a,b] = R
jsou takoe funkceze existujoba integaly

/Efldg a /Ef2d9~

Potom pro libovol@ ¢, c; € R existuje tak integél [, (c1 fi1 + ¢2 f2) dg aplat

dg = d dg.
/E(01f1+02f2) g Cl/Efl 9+62/Ef2 g

6.63 Pozramka. Jestlze E je elemerdrni podmnaina intervalufa,b] a h=0 na E,
pak je Zejmé [, h dg = 0 pro kazdou funkcig: [a,b] —R. Existuje-li tedy integal
[ f1 dg, pak podle tvrzeti6.62plat [, f, dg = [, fi dg pro kadou funkcif, takovou,
ze fo=f nak.

6.64 \Eeta. Necht £, a F, jsou elemerétrni podmnainy intervalufa,b] a £y N E, = 0.
Pak, jestlze existujoba integaly

[Elfdg a /EQfdg,

existuje tak intega@al fElUEQ f dg a plati rovnost

/ fdg= [ fdg+ [ fdg
F1UFE> E1 E>

Dlkaz. Protdeje fxg ur, =fXE + [XE,, podle definicé.61a vety6.8 mame

b b
fdg+ [ f dg:/ (fxe) dg+/ (fxE,) dg

Eq Es
b
:/ (fXEwE,) dg:/ [ dg.
a F1UE>

Nasleduici existerEni tvrzeri je diisledkem @t6.30a/6.35

6.65 Tvrzeri. Necht £ je elemerérni podmnaina intervalu(a,b] a necht f a g jsou
regulovaré funkce na intervalya,b], pficent alesp@ jedna n& kon€nou variaci na
[a,b]. Potom existuje integd [, f dg.
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DUkaz. Stéisivsimnoutze je-li f regulova@ nala,b] a E je elemenérri podmnaina
intervalu [a, b], pak je i funkce fxg regulovam@ nala,b]. Podob®, ma-li f kon&nou
variaci nafa,b], mai fxr kon&nou variaci nga, b]. O

Nasleduici odhady jsou analogbdhadl z odstavc®.3.

6.66 \eta. Necht J C [a,b] je interval, gicenk c:= inf J <d:= sup J. Dale pfedpo-
kladejmeze funkcef : [a,b] — R a g€ BV (J) jsou takoe, ze integal [, f dg existuje.
Potom:

() jeli J = (c,d), pak | [, f dg| < (supye s |£(1)]) (var(g, J));

(i) je-li J=]c,d) ajestlize existuje kor@a limita g(c—), pak
| [ 1 da] < up 0] (var. ) + 70147 glo)]
(i) je-li J=(c,d] ajestlize existuje kor@a limita g(d+), pak

|| 1 o] < uplro) varts. ) + £@1 A g(@):

teJ

(iv) je-li J=(c,d) ajestlize existdjkon&né limity g(c—), g(d+), pak

| [ 1 da] < (sup (0] (var(o, )+ £ 17 9(0) + @] [A"g(a)].

teJ

D lUkaz. Fedpokhdejmeze jea<c<d<b.
Bud dano libovolré ¢ > 0. Diky nasemu pedpokladu o existenci integ@iu [, f dg
mlzeme zvolit kalibré na|a, b] tak, aby platilo

‘ (fxs,dg, P /fdg‘ <e (6.96)

pro kazde 6 —jemré zn&ere cEleri P intervalu [a,b]. Dale, nechtdé* je kalibr nala, b]
takowy, ze

0 <édnala,b] a 6 (t) <min{|t —c|,|t —d|} protela,b]\{c,d}. (6.97)

Necht P = (a, ) je libovolné §*~jemré zn&ere cler intervalu [a,b]. Ozn&me sym-
bolem P, mnazinu vSech dvojic(r, [«, o']) pro kteg existujej € {1,2,...,v(a)} takowe,
ze o, ]| =|aj_1,4] @ =15, piicent prinik [o, /] N[c,d] je nepézdry. Ozn&me
prvky mnaziny P; tak, ze bude

PJ:{(SJ" [ﬁj—laﬁjb :j:172a s 7V(PJ)}'
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Bez ztéty obecnosti mizeme edpokbdat,ze plat

ﬁg <c= ﬁl < 52 < -0 < ﬁl,(pJ)_l =d< 51,(13]). (698)
Vzhledem k definici kalibru* mud byt £, =& =c aéyp,) =& p))-1 = d.

(i) Jestlze J=(c,d), pak

(o)
S(fX(eay 49, P) = D> (f X(e))(73) l9(cj) — g(j1)]
7j=1
v(Py) v(Py)—2
Z (F Xea)(&) [908) = 9(B-0)) = D (&) 9(85) = 9(B5-1)]:
j=1 =3
Protaze {3, ..., 3,(p,)—2} j€ zobeckre céleri intervalu (¢, d), odvodme odtud snadno,
Ze plat
1S(fX(e.), dg, P)| < (sup | f(¢)]) (var(g, J))

teJ

neboli, vzhledem k nerovnosk (96),

‘/fdg’ <( sup|f ) (var(g,J)) +e.
Protdze e > 0 mohlo byt libovolné, znamea to,Ze plat tvrzeri (i).

(i) Necht J=[c,d) a f(c) #0. Protaze existuje konéna limita g(c—), miizeme nd
n>0 takow, ze

5
lg(c—) —g(s)| < W

Dale, zvolme kalibro*, aby, platilo £.97) a soitasré i §*(c) <.
Bud dano é*—jemre znd&ere ckleri P intervalu [a,b] a nechtsysem P; je kon-
struovan jako v 6.99). Potom

proc—n < s <c.

v(Py)—2
S(fX[c,d); dg, P Z f fj g(ﬁj—l)] + f(c) [g9(c) — g(Bo)].
Tudiz
1S(fX[e.a), dg, P)| < (;m) |F(@)]) (var(g, J)) + | f(c)]|g(c) — g(5o)]
< (Stlel}; |f(®)]) (var(g, J)) + | f(c)| |A7g(c)|

+ /() g(e=) = g(Bo)]
< (Stlelg) [F (D)) (var(g, J)) + | f ()] |[A7g(e)] + .
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Vzhledem k6.96), kde J = [¢, d), odtud plyneze nerovnost
|| ] < upl50) (ar(g, 1) + | ()] 1A70(0)| + 2¢
S

plafi pro kazdé > 0. Tim je dokazano tvrzei (ii).

(i) Ptedpokbdejmeze J = (c,d], f(d)# a~y >0 je takog,ze

l9(s) — g(d+)| <

prod<s<d+r.

[F(d)]

Bez ztiaty obecnosti izeme pedpokbdat,ze kalibr §* v (6.97) je takow, ze 6*(d) < ~.
Bud dano §*—jemre zn&ere ckleri P intervalu[a,b] a nechtsysém P; je konstruoan
jako v (6.99). Potom

v(Py)-1

S(fX(ea,dg, P) = Z F&) [9(65) = 9(Bi-0)] + f(d) [9(Bupy)) — 9(d)]

atudz

[S(fX(ea, g, P)| < (igg [F(0)]) (var(g, J)) + [ f(d)| AT g(d)]

+ £ (@) g(Bupy) — 9(d+))|
< (sup [f(t)]) (var(g, .J)) + g(d)] |ATg(d)] +&.

tedJ
Podle 6.96) odtud plyne
|| ] < sup 10D (varto. )+ (@] 167 g(a)] + 2.
S
Tim je dokazano tvrzem (iii).
(iv) Podobré jako v gredchoich ¢astech dkazu, nechkalibr 6* spliuje £.97) a navc

6*(c)<n a ¢*(d) <. Bud dano é*—jemre zn&eré cleri P intervalu [a,b] a necht
sysém P; je konstruowan jako v 6.9§). Potom

v(Py)—1

S(fXpea: 99, P) = > F(&)[9(8;) — 9(Bi-1)]

+ f(c) [g(e) — g(Bo)] + f(d) [9(Bupy)) — 9(d)].
Tudiz

1S(fXea, dg, P)]
< (Stlely |£(t)]) (var(g, J)) + [ f(c)] |1Ag(c)] + | f(d)| | AT g(d)| + 2e.
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Vzhledem k|6.96), toto dokazuje tvrzar(iv).

Dllkazy v gFipadech, kdy ize byt ¢ = a nebod = b jsou analogick. Ffipomeime jen,
Ze je v Bchto ffipadechiteba pouit konvenciA~g(a) = Atg(b) =0. O

Nyni vySetime trochu podrobgji viastnosti integalli pres libovolré ohrantere inter-
valy. V pfipacé jednobodoych intervali mame rasleduici tvrzeri, které by se dokazovalo
podobré jako analogick formule v gikladech6.22.

6.67 Tvrzen. Jestlze T € [a,b] a funkceg: [a,b] = R méa v bod® 7 obé koné&né limity
g(7—) a g(7+) “ pak integal f[ﬂ f dg existuje pro kadou funkcif : [a,b] — R, pfitent

)

[]fdg—f( a) Atg(a),

Hfdg—f( T)Ag(r) pro 7 € (a,b), (6.99)

/[b]fdg—f(b)A g(b).

J

DlOkaz. Omezme se ndipad,ze T € (a,b) a f(7) #0. Bud danoe > 0. Zvolme

n € (0,min{r —a,b—1})

tak, abyplatilo|g(T—) — g(x)| < pro kade = € (1 —n,7),

2[f(7)]

lg(z) — g(r+)| < m pro kazde z € (7,7 + 1)

a pol&zme
i(T—x) pro z € [a, 1),
dz)=< n pro r =T,
f(x—71) proxe(rb.

Necht P = (o, &) je libovolné é—jemré cgleri intervalu [a, b]. Pak musg existovatk € N
takowe,ze ¢, =71 a o1, 0% C (1 —1n, 7 —n). Mame tedy

S(fxp,dg, P) = f(7) [9(1) — g(or—1)] + f(7) [9(ox) — g(7))]
= f(1) A g(7) + f(7) [9(7—) = g(ox_1)] + f(7) AT g(7) + f(7) [g(0on) — g(7+))]
= f(1) Ag(7) + f(7) ATg(r) + f(7) [9(on) — g(7+))]

2 Pfipomeime,ze g(a—) = g(a) a g(b+) = g(b).
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atudz

< [f(Dg(r=) = glow-D)| + |f ()] lg(or) —g(m+))| <,

tj.
b
/’fmﬁ=/mhmdg=fﬁﬁAgﬁ)
& a

Tim je na&e tvrzeindokazano. O

Definice6.61zavid na Akladrim intervalu|a, b]. To si nejEpe o&ime (i integrovan
pres kompakthintervaly. Z definice je evidentnze pro dag funkce f, g rovnost

b
f@Z/f@
[a,b] a

plafi jakmile jeden ze dvou integlll vyskytujcich se v tomto vztahu existuje. Pro kom
paktri podintervaly intervalufa,b] je ovSem situace 21 poreékud odlsra, jak ukazuje
nasleduici véta.

6.68 \eta. Necht f: [a,0] = R, g€ G([a,b]) a a<c<d<b. Potom integal f[cd] fdg

existuje tehdy a jen tehdy Kdexistuje intedal fcd fdg. V takoem pipade pak plat
rovnost

d
Sy / fdg+ F(e) Agle) + f(d) A*g(d). (6.100)

|:C7d

D U kaz. Podle definice ame

b c d b
| rar- / (fXear) dg = / (o) dg + / (Frea) dg + / (FYea) do

:1A?fxmdg+l[dfdg+ﬂA%fXMdg

a dikaz plyne z tvrzerb.67. O

Integrace pes otevere intervaly je popana rasleduici vétou.
6.69 \eta. Necht f:[a,b] =R, g€ G([a,b]) a a<c<d<b. Potom integal f(c’d) fdg

existuje tehdy a jen tehdy Kdexistuje intedal fcd fdg. V takoem pipade pak plat
rovnost

d
- / fdg— F(e) A*gle) — f(d) Ag(d). (6.101)

(e,d
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D U kaz. Podle tvrzerb.67 integraly f[c] fdg a f[d] f dg existuj a plaf (6.99. Dale,
protaze je
IXied = X1 + [X(ead) + X[

je Zrejmé, ze integal pfes (¢, d) existuje tehdy a jen tehdy kdyexistuje integal pfes|c, d].
Podle \ety 6.64 pak plat

/ fdgz/ fdg+/ fdg+/ fdg.
[e.d] [e] (c.d) 1d)

Nyni uz snadno dokatime dikaz pomotrelace 6.99 a vety6.6& O

Podobi&, pomottvrzeri 6.67, miizeme tak odvodit rasleduici vztahy integaly pres
polouzavere intervaly.

6.70 Veta. Necht f:[a,b] = R, g€ G([a,b]) a a<c<d<b. Potom plat nasleduijci
tvrzen:

(7) Integral f[c o/ dg existuje tehdy a jen tehdy Krlgxistuje integal fcdf dg. V tako-
vem pipace pak je

fdg= f(c) Ag(c) + / £ dg— f(d) A™g(d). (6.102)

[c,d)

(i7) Integral f(c o f dg existuje tehdy a jen tehdy kidgxistuje integal fcdf dg. V tako-
vem pipace pak je

d
LR ISR / fdg + £(d) A* g(d). (6.103)

6.71 Pozramka. Necht f:[a,b] =R, g€ G([a,b]) a a<c<d<b. Potom podle &t
6.656.70plati, Ze jestlze existuje jeden z integk

d
/ fdg,/ fdg,/ fdg,/ fdga/ fdg,
[e,d] [e,d) (cd] (c,d) c

pak existuj i vSechny ostafin
Je-li navc ¢ spojita naja, b|, pak

d
fdg= fdg= fdgz/ fdg= fdg.

[e,d) (e,d] (c,d) [e,d]

Nyni uz miizeme odvodit vigdferi pro hodnotu intedlll pies elemerérri mnaziny.
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6.72 \eta. Budiz £ elemer&rni podmndina intervalu [a,b] s minimalnim rozkladem
{Jy:k =1,2,...,N} anechtfunkceg € Gla,b] @ f:[a,b] — R jsou takoe, ze existuje
integral [, f dg. Potom pro kace k €{1,2,..., N} existuje integél [, fdg a plat

N
/ fdg=>"[ fdg. (6.104)
E k=1 7k

DUkaz. NechtJ, =[c, di] prok =1,2,..., N. Podle fedpokladu existuje integf

/Efdg = /ab(fxE)dg

Tudiz, podle ty6. 10 existuje pro kiade k = 1,2,...,m i integral [*(fxp) dg. Dale,
vSimréeme size pro kadé k = 1,2, ..., N jsou integély

[ oo e f () dg)

d

budto nulove nebo to jsou inte@ly pfes jednobodo¥ mnainy, jejichz exigtenci zarguje
tvrzeri[6.67 Integal fjkf dg tedy existuje prokade k =1,2,..., N.

Konetne, prota@e intervaly z mininalniho rozkladu jsou disjukin rovnost 6.104)
plyne z \ety6.64 O

Dusledkem definicg.59 vétyl6.66a vety6.72je nasleduici tvrzeri.

6.73 Disledek. Bud E elemenarni podmndina intervalu[a,b] a necht f:[a,b] = R
a g€ BVia,b]NCla,b] jsou takoe, ze existuje integdl [, f dg. Potom

tel

/ fdg' < (sup |£(1)]) (var(g, E)).

Podle ety 6.72, jakmile existuje intedal pfes elemerdirn mnazinu, pak tak exis-
tuje integ@l pfes kady interval z jejho minimalniho rozkladu. Odtud okaaité plynou
i nasleduici dveé tvrzen.

6.74 Disledek. Budz £ elemerarni podmndina intervalu(a, b] a necht f :[a,b] - R
a g€ BV(a,b]NCla,b] jsou takoe, ze existuje integd [, f dg. Potom integél [ . f dg
existuje pro kadou elemea@drni podmndinu 7" mnainy E.

6.75 Disledek.Necht E; a F, jsou elemer@rni podmndiny intervalu[a, b], f: [a, b]—R
a g € Gla,b]. Potom, jestite existujoba integaly

[Elfdg a /1;2fdg’
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pak existuje tak integdl [, . fdg aplaf

/ fdg= fdg+ fdg— / f dg. (6.105)
FE1UE> Ey Eo E1NE;

Podobrg, jestlze existuje integl |’ BUE, dg, pak existdjtaké oba integaly

fdg a fdg

E1 E2

a plat rovnost(6.105.

6.9 Bodova konvergence

Pro konvergeéni véty jsme doposud pibovali gedpokhdat alespd stejnon&rnou kon-
vergenci pislusnych posloupnostfunkdi. V teorii obyejnych diferencalnich rovnic s ab-
solutré spojifmi feSerimi hraje dilezitou roli Lebesgueovaéta o dominova@ konver-
genci, ve kteg je stejnordrra konvergence nahrazena bodovou konvergercdopl@énou

0 existenci spolénych majorant a minorant pro danou posloupnost finknalogii Lebes-
gueovy ety o dominovaa konvergenci ve 8t Riemannovy resp. Riemannovy-Stielt
jesovy integrace jeata o ohrariere konvergenci, ktérje zrama €z jako \eta Arzehova
resp. Arzehova-Osgoodova nebo &@kOsgoodova. V literafe (viz nag. [12, Theorem
11.19.3.14]) Ize nadzti dikaz oprajici se o analogick tvrzen pro Riemannovy-Stieltjesovy
integraly a zejnéna o Arzehovo lemma (viz @ta5.61a [63, Véta 5.61]).

6.76 \eta (OsGOODOVA VETA). Predpokhdejme,ze pro funkcif € Gla,b] a pro po-
sloupnost{f,} C Ga,b] plati

|fu] < K <ocopro neN (6.106)
a
nh_)rgo fo(z) = f(z) prox€la,b]. (6.107)
Potom
b b
r}l—{{olo ) fndg = ’ fdg (6.108)

pro kazdou funkcig € BV |a, b].

Dlkaz. Integalyf;fndg afabfdg existuj pron € N podle \ety6.30 Necht g = g+ ¢8
je Jordafiiv rozklad funkceg takow, ze g€(a) = g(a). Potom podle &ty'5.50 a cvice-
ni 5.56 (i) existuji integraly

b b
(0)/fdgc a (0)/fndgc pro neN
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a podle Osgoodovyaty pro RS-intedaly (véta5.61) plaf
b b
lim (o)/ f, dg = (0)/ fdg©

neboli (podle ety6.13)

b b
lim [ f,dg® :/fdgc. (6.109)

Dale podle lemmaté.39mame pro kade n € N

[18® =Y r@)a0@ a [ 1.4° =Y n@ag),

de D de D
kde D je mncdzina bodi nespojitosti funkcey v intervalu [a, b]. Jestlze je D kone&tna,
pak Zejmeé plat
lim Y fu(d)Ag(d) =) f(d)Ag(d),
de D de D
atudz

b b
lim fnng_/fng. (6.110)

n—oo
a

Necht D = {d; : k € N}. Bud danoe > 0. Podle disledku2.30je

> A g(dy)| < var, g < oc.
k=1

Existuje tedyp. € N takowe,ze » ~ [Ag(dy)| < & Vzhledem k'6.106 a (6.107) je
k=pe+1
také | f(z)| < K pro x € [a,b], atudz

\ > (falde) = £(dr)) Ag(dk)‘ <2K Y |Ag(dy)] < g (6.111)
k=pe+1 k=pe+1
Dale protae
lim Y fu(di) Agldi) =Y f(de) Agldy),
k=1 k=1

existujen, € N takow, ze

Pe

>~ (falde) = F(dr) Agldi)| <

k=1

pro n >n.,

N ™
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coz dohromady s@.111) dava

£

/ab(fn - )dg®| = )i: (Fulde) — F(d)) A g(a)]| <

—I—g:zs pro n e N.

(\V]

Rovnost|6.110) tedy plat i tehdy, kdy mnazina D nenri kone&na. Toto, spoléné s £.109
a vetou6.&, zaruje platnost rovnosti( 10§ a dokazuje tvrzeinvety. O

Je Zejme, ze Wse uveden diikaz Osgoodovy &ty nelze ro#ifit na pfipad integrace
abstraktinch funkd s hodnotami v Banachgeh prostorech. iky pojmlm variace a inte-
graci ges elemer@rni mnaziny miizeme ogem Osgoodovuatu dokazat i alternativim
a elemerdrrgj§im zplisobem. Btom ovdem tento postup bude o polit i pro inte-
graci abstraktith funkd. Navic, tento dikaz bude fimy a nebude pdébovat fislusnou
versi Osgoodovy &ty pro klasiclke Riemannovy-Stieltjesovy inte@y a tedy ani Arzelovo
lemma. Kicem bude asleduici tvrzen, které je analodiLewinova lemmatu z garce B2).
V porovran s Lewinowym lemmatem budemeisto Lebesgueovy iry pracovat s varidc
dare funkce na elemeatrich mnainach.

6.77 Lemma. Necht f € BV[a,b] N C[a,b] a nechit{A,} je posloupnost podmim in-
tervalu [a, b] takowa, Ze plat

Ap1 CA, prokazeneN a [ A, =0. (6.112)
neN
Definujme
v, =sup{var(f,E):E € E(A,)} pro neN. (6.113)
Potom
lim v, = 0. (6.114)

D 0 kaz. \Bimréme si nejprveze jestlze A, = (), pak je podle definicg.50 v,, = 0.
Predpokbdejme,ze (6.119 neplat. Podle p5edpokladi6(112), je posloupnosfv,, }
nerostout Odtud plyneze existujes > 0 takow, Zze
v, >¢ prokade n e N. (6.115)

Tudiz, vzhledem k definici,,, pro kazde n € N existuje elemeidtri mnazina £, € £(A,,)
takowa, ze

var(f, E,) > v, — 2‘%.
Protcze f je spojita, mizeme fedpokbdat,ze F,, je uzaver (viz pozramka2.57). Nyni,
necht H,, = ﬂ;’zl E; proneN. Zfejmeé je kada mnaina H,, uzavera a plat H,, C A,
pro kazde n € N. UkéZzeme ze plat

H, #0 foranyn e N. (6.117)

(6.116)
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Necht n € N je dano a necht\ je libovolna elemerétrri podmnaina mnainy A,\E,).
PotomM U E, € £(A,,) a, vzhledem k aditivé variace, plattakée

var(f, M) +var(f, E,) =var(f,M UE,) <wv, prokade neN.
Vzhledem k|6.116 odtud plyneze var(f, M) < 5. Zfejme plat

(E \ EJ) S g(An\EJ) C g(AJ\E]) proj=1,2,...,n

E=|J(E\E;) prokadou E € £(A,\ Hy,).

J=1

Tudiz

var(f,E) < Y var(f,E\E;) < Y 2% < ¢ prokadou E € £(A,\ H,).
j=1

Jj=1

Toto, spol€né s tvrzeim (6.114), implikuje, Ze nut@ mu$ existovat elemearri mnazina
E € &(H,) takova, ze plat var(f, F) > . To ovsem znamef, ze H,, mud byt nepézdra.
Plaf tedy 6.117).

VS8echny mnainy H, jsou nepazdre, uzaveré a ohrartere a jejich posloupnost
{H,} je kontraktivi, tj.

H,.,CH, prokade neN.

Podle z&amé Cantorovy ety mu$ tedy platit

(A. D H. # 0.
Toto je ossem spor s riédm pfedpoklademze ) A, =0 a tudz (6.114 musd platit. Dikaz
lemmatu je tm dokorten. O

Nyni miizeme z&it s alternativi diikazem ety/6.76 Nejprve se o¥em omelme na
pfipad,ze integator g je spojity.
6.78 Lemma. Nechtg € BV|[a,b] N Cla, b] a posloupnost f,.} C G[a,b] je takow, ze

lim f,(t)=0 protefab] a ||f. <K <oco proneN.

Potom integal f: fn dg existuje pro kade n € N a

b
lim fn dg =0. (6.118)

n—oo
a
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DOkaz. Je-li vatg=0, pak

b b
/fn dgz/fn dg =0 prokadencN.

MUzeme tedy fedpokhbdat,ze je Valzg > (. Bud danoe > 0. Pron € N definujme

A, = {t € [a,b]:|fm(t)| > }prorejalem>n}

6 var

Ztejme, A1 C A, proneN a (), A,=0. Necht v, jsou definoany jako v 6.113).
Pfipomeaime, ze v, =0 jestlize je A, =0. Podle lemmati6.77mame lim v, =0. Spe-
cialné, existujen. € N takow, ze

— > ne. .
U"<6K pro n > n, (6.119)

Odtud dhle plyneze

mmmm<§% prokezde n > n. akazdou E € £(A,). (6.120)

Nyni, méjme dano libovolré n > n. a necht

/ : €
g = — K ;.
mm{6vargg }

Potom, protde funkcef, je regulova@, podle ety'4.7 existuje konéna skokowa funkce
hn € [a,b] takoa, ze je

1hn = full <€, (6.121)
Tudiz
|hall < K +& <2K. (6.122)

Definujme mndiny

Un:{te[a b: [n(t)] > } a V,=la,b]\U,.

3vard g
Je Zejme, ze U,, a'V,, jsou elemerérn mnaziny. Mohou lyt ovsem pazdre. Dale, podle
(6.121) mame

e 3 3

< |h,(t)] — &’ L (t rotelU,.
Gvarlg  3varlg 6vargg—‘ )] —e" <|fa(®)] prote

Kazda U, je tedy elemerdtrri podmnaina A,,. Podle 6.120) tedy plat

var(g,U,) < GL (6.123)
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Dale, podle etyl6.25a relace/.121) dostivame

ek

< (an_hn||)(vargg)+‘/abhndg) < %+‘/ab

' — hy) dg‘ hn dg‘

£.
‘/bfndg‘ <%+‘/bhndg‘. (6.124)

Na druhou stranu, zaty6.64 disledku6.73 vztahi (6.122) a (6.123 a definicel/, plyne,

‘/hdg‘<‘/ hdg‘+‘/hdg’

< [|hn Hvaf(g,U) Sup\h )] (var(g, V)

2Ke evarlg 25

< :
6 K +3varg 3

Dosadme-li toto do 6.124), dostaneme
b
‘/ fndg‘ <¢e prokade n > n..

Odtud & okantité plyne,ze kyzera relacel§.118) plafi. O

Dukaz véty6.76 Necht g = ¢ + ¢® je Jordaiv rozklad funkcey (viz véta2.42), tj. ¢
je spojitinala,b] a g® je skokowa cast funkceg dara vrazem

> Afg(di)+ > Avg(d) prot € [a,b],

a<dp<t a<dp<t

kde D = {dx} C[a,b] je mn&Zina bodi nespojitosti funkcey na intervalula, b] .
Diky vétel6.30vime, Ze integaly

b b b
/fndg, /fndgc, a/fnng

existuj pro kazdé n € N a vzhledem k linear# integalu odtud plyneze rovnost

b b b
/fndQZ/fndgC+/fnng



196 KURZWEILOV-STIELTIESOV INTEGRAL

plafi pro kazde n € N. Ozn&me h,, = f,, — f pron € N. Potom
lim h,(t)=0 a ||h.||<K+]|f| prokadeneN.

Podle lemmati®.78mame

b
lim h, dg€ =

n—oo

neboli

a

b
lim fndg / fdgC. (6.125)

n—oo

Zbyvatedy dokzat konvergenci posloupnoﬁ fn dgB. Ozn@&me symbolemD mnazinu
bodl nespojitosti funkcey v intervalu (a, b). Potom podle lemmatf.39mame

deD

/fndg = fula) AT g(a +an YAg(d) + f.(b) A™g(b) prokazde neN
a

b
/f@zf (@) + Y F(d) Ag(d) + F(b) Ag(b).

deD

Je-li D kon&na, pak ogem z bodo& konvergence posloupnodtf,,} okantité plyne,ze
plaf

lim (fn (@) + D Juld) Agld) + fa(b) A™g(0))
)+ D F(d) Ag(d) + £(5) Ag(b)
deD

anasledi i (6.109.

Pfredpokhdejmeze D je nekonéna. Vime o\sem,ze D je nejwSe spdetra a podle
disledku2.30je fada ", | [Ag(d,)| absolut® konvergentn Je-li tedy éno libovolre
e >0, pak nizeme zvolitp. € N tak, aby platilo

> [80(a) TS

k=pe+1
Tudiz
" Unlde) = F(d0)] Aglde)| < (K + 11 l) > 1Ag(di)| < 5.
k=pe+1 k=pe+1

Na drute stra@, niizeme tak zvolit n. € N tak, aby bylo

Pe

D lfalde) = F(d0)] Ag(d)| < 5 pro = n.,

k=1
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neboli

[ = 11808 = [ Solhu(d) — £ Aglae)| < pron = .

k=1

Odtud plyneze plat
b b
im [ ,dg® = [ 1 dg°

a tedy, vzhledem K.125take (6.109). O

6.10 Integraly maticovych a vektorovych funkci

Jsou-li maticoe funkce F: [a,b] — 2(R™,R?), G:[a,b] — 2 (RP,R"™) takow, ze \Se-
chny integaly

b
/ firdge;, (i=1,2,....m k=1,2...,p,j=12,...,n)

existuj, pak symbol

b b
/F(t)dG(t), (resp. kl’atce/FdG)

zn&i matici M € (R™, R™) typum x n s prvky

b b
mi;=>_ | fuedgey, i=1,2,...,m, j=1,2,...n
k=177

b b
Analogicky definujeme té(integély/ d[F|G, resp./ Fd[G]H, kde F, G a H jsou

a

maticoe funkce vhoditch rozner.

Pfipomdime, Ze podle konvence (xiv) z Ozbari a Umluv zn&ime normu matice

Ae 2(R™ R"™) symbolem|A| adefinujeme ji pedpisem A| = max Z|ai,j|. Vtéto

Jj=1,.., -

=1
souvislosti povaujeme prvky prostoriR™ za matice typun x 1 (neboli sloupcog vek-
tory). Jirymi slovy, ztot@nujeme prostoryR™ a .#(R",R). To znamea, Ze klademe

n

o] = .

i=1
Potom plat |Az| < |A]|z| pro Ae #(R™ R") a z€R". Je tale zramo,ze plat

|A] =sup {|Az|:z€R" a |z|<1}.
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Variace maticog funkceF : [a,b] — Z(R™, R") je definovaa formalné stejrym pred-
pisem jako variace skatrich funkd, tj.
v(o)

var, F = sup Y |F(0;) = F(oj_1)|-
o€ Dab] j=1

Snadno se a¥i, ze plat
m n
max (var, fi;) <varh, F <> var) fi;.

i=1,2,....m - -
j=12,...n i=1 j=1

To znamea, ze maticoa funkce F': [a,b] — #(R™,R™) ma kon&nou variaci pave teh-
dy, kdyz ma kon€nou variaci kada jeji slozka. Podob@g, F' je spojia, resp. regulovan
prave tehdy, kdy stejnou viastnost enkazda jeji slozka.

RoZifen vysledkl uvedefch v teto a Fedeslé kapitole na fipad funké maticovwch
resp. vektoroych je tedy snadn Je ogem nutno si uddomit,Ze operace asobenmatic
neri obecré komutativin, a tak mugme nit stale na paréti, Zze nesrime libovolré ménit
pofad maticovch funkd, v jakem se v sotinech obszenych v aproximuicich sotech
S(o, &) objevuj. Na fiklad vetu o integraci per-partes &ta6.46) je tfeba formulovat
takto:

Jestlze F':[a,b] — 2(R™,R?) je regulovaid na[a,b] a G:[a,b] — 2 (RP,R") mé ko-
necnou variaci naja, b], pak existujoba integéaly

/adeG a /abd[F]G

a plati

Podobm tfeba \éta o substituci @ta6.57) bude vypadat takto:
Pfedpokbdejme ze pro funkcer': [a, b]—2(RP,R?) a G:[a,b] -2 (R?,R") existuje
integral bF dG. Potom pro kddou ohrantenou funkci H: [a, b]—<2(R™, R?) plati:
Existu[je-li jeden z integill

/abH(x)d:/;FdG:, /ab(HF)dG,

existuje i druly a v takoem pipadé pak plat

/abH(a:)d:/:FdG: :/ab(HF)dG.
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6.11 Souvislost s dadimi typy integr alti

V odstavci6.2 jsme si j¢ vyjasnili vZajemre vztahy mezi Kurzweilopm-Stieltiesoym
integralem na stra@é jedré a Riemannoymi-Stieltiesoymi integraly resp. Perrongim-
Stieltiesoym integalem na stra@ druke. Dotkli jsme se i vztahu s Newtongm integ@a-
lem. Nyri struicné na&rtneme souvislosti i sé&kolika da§imi znamymi integaly Stielt-
jesova typu.

LEBESGUEJV-STIELTIESUV INTEGRAL (LS-integal)

byl popsan vfade monografi a uCebnic, viz nap T.H. Hildebrandt/L2, kapitola VI],
V. Jarrik [16, kapitoly Il a X], A. N. Kolmogorov a S. V. Fominl7, VI.6.3], J. Lukes [33,
kapitola 12], S. Sak#4b, kapitola 111]. Existuje rékolik cest k jeho definici. Vesés se ale
jedra o pongrré komplikovary proces. Nejasgji je integél (LS)f,, f dg pfes mndinu
M C [a,b] definovan zprvu prof nezporre, ohranteré a borelovsky & itelné a g nek-
lesajci a zprava spojé jako Lebesguer integél vzhledem k LebesgueéyStieltjesoe
mife i, tj. o-aditivni mife vznikle roZiferim miry intervalu G((c,d]) =g(d) — g(c) pro
[c,d] C [a,b] podobrym zplisobem, jako se buduje Lebesgueoveamoziferim obvykle
miry intervalu/([c, d]) = d—c. Definice se pak pomdcozkladu funké s kon€nou variac
na rozdl dvou neklesdgich funkd a rozkladu f = f* — f~ roZSifi na @ipad, kdy f je
ohrantera a borelovsky r&itelna ag € BV|a, b]. Alternativii moznost je definovat LS~
integral jako ro&iferi RS-integalu Daniellovou metodou.

Na rozdl od KS-integalu, LS-integal ma porékud W&Si tfidu integrovateliich funkd.
Nezahrnuje najklad integraci vzhledem k reguloviam funkdm. Na druhou stranu, ne-
omezuje se na integracigs interval. My smysl uvdovat o LS-integracifes libovolnou
LS-méfitelnou mnainu.

Vztah mezi LS-integilem a PS-inte@tem (a tedy i KS-integ@em) je dolbe charak-
terizovan rasleduijcim tvrzerim obsaerym v Saksoe monografii (viz {15, Theorem VI
(8.1)]). (VSimréme si jej souvislosti s né vétoub.68 kterd do zn&né miry ospravediuje
nasi definici6.61KS —integalu pfes elemerdtrri mnaziny.)

Necht g e BV[a,b], f:[a,b]— R anechtexistuje integal (LS)f(a »f dg. Potom existuje
take PS-integial [’f dg a plat

b
o= T 40+ 1(0) %) + 1) 57900,
Odtud podle &ty o substituci (@ta6.57) plyne i rasleduici zajimawe tvrzen.
Je-li f ohranicera nala,b], h: [a,b] — R lebesgueovsky integrovatélna [a,b]| a

g(t) = g(a) +/ h(z)dxz pro té€[a,b],
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pak
b b
[ 18— [ rwnea

kde integél na prawe straré je Lebesguev.

YOUNGUOV INTEGRAL A KREXTHO KN-INTEGRAL
Necht f:[a,b] =R a g € Gla,b]. Ozn&me Zy[a,b] mnazinu vdech znéenych céleri
(o,&) intervalu [a, b] takowch, ze plat

O'j,1<fj<0'j pro kidéjé{l,Q,...,V(O’)},
a definujme

v(o)—1
Sy(o,€) = fa) ATg(a) + Z f(o;) Agloy)

v(o)

+ ) (&) lgloj—)—gloj+)] + F(b) A g(b).

Jj=1

pro (o, &) € 7[a,b]. Dosadme-li nyni Sy (o, &) misto S(o, &) a 7y|a,b] misto 7[a,b]
do RS-integilu, dostanem&oungovy((4) nebo(c)) integialy.

O Youngo\& integglu a zejnéna o jeha(o )-verzi (aY)fff dg je podrob@ pojedi@no
v odstavci I1.19 monografie T. H. Hildebrandf&?]. Youngovy integaly jsou Zejmé obec-
néjsi nez odpovdajici RS-integély. Jestlte funkcef je regulovad nala,b] a ¢ ma na
[a,b] kon&nou variaci, pak integt (oY)fabf dg existuje a ma stejnou hodnotu jako KS-
integial fabf dg.

Na druhou stranu, jeste ¢ je regulovad nafa,b] a
g(a) = g(t=) = g(s+) = g(b) pro te(a,b] a sela,b),
pak je
Sy(o,&) =0 prokadou funkci f: [a,b] =R akade (o,&) €Ty|a,b],
tj.
b
(UY)/ fdg=0.

Takowe tvrzen ovsem nepldtobecré pro KS-integal, jak je ukazano v B1, Example 1.1].
P. Krefi proto neévno (viz [L9)) upravil definici KS —integalu tak,ze jeho modifikovap

KS —integél, ktefy naz7va KN —integél, uz v sok& plré zahrnuje i intedal (o)-Youndv.

Jeho definice spiva vSikovrem Zizeri mnaziny pripustrych zna&erych celeri a mizeme
ji zformulovat takto:



STIELTIESUV INTEGRAL (KURZWEILOVA TEORIE) 201

Necht f,g:[a,b] — R alcR. Reknemeze (KN)fff dg =1, jestlize pro kade >0
existuj kalibr 6 a sp@etra podmndina A intervalu [a, b] tako\a, Ze nerovnost

ENICAIEVIRS:

plati pro kazdé 5—jemre zn&ere celeri (o, &) takow, Ze zadra z jeho znéek &; nelei
vV mnaziné A.

DUSHNIKOV (VNITRNI) INTEGRAL

Dosadme-li do definice5.3 misto mnainy 7|a,b] zna&erych deleri mnazinu 7y [a, b|
uvedenou v fedchoim odstavci, dostanemushnikovyneboli talé vnitrni ((§) nebo
(o)) integraly. Je Zejme, Ze jestlze existuje intedl (a)fjdg, pak existuje i Dushnikv
(o)—integal (aD)fabf dg a maj stejnou hodnotu. Z hlediska mhay integrovatelfich
funkd je Dushnikiv integiél podobi@ obeck jako KS-integal. Obecié se ¥ak jeho hod-
noty li8l od odpovdajicich hodnot KS-inte@lu. To Ize natédnout z asleduiciho vztahu
(viz [14, Theorem 4.7])

b b
(oY) / fdg+ (o) / gdf = f(8) g(a) — f(a) g(a),

ktery plat, jestlize jsou ol funkce f a g regulova® nala,b| a alespé jedna z nich
ma na[a b] koneénou variaci Dushni‘kv integlél je podrobg popén Vv monografii 13

s

torech a vysefll jeho vlastnosti natolikze mohl na jejich aklace vybudovat teorii Volter-
rovych-Stieltjesoych integélnich rovnic v Banachoych prostorech.

INTEGRACE V ABSTRAKTNICH PROSTORECH

RoZifen integrace na vektor@a maticoe funkce jsme ukzali v odstavcb.10 Analog-
icky Ize postupovat i v fipace abstraktith funkd, tj. funkci s hodnotami v Banachgeh
prostorech. Je-liX Banacliiv prostor a#(X) odpovdajici BanacHiiv prostor spojifch
linearrich opeatori naX a

F:la,b)| - 2(X), G:a,b] - 2(X), g:[a,b] = X,

pak mizeme definovat KS-integly

b b b b
/ng, /ng, /dFG, /FdG.

Na ﬁikladffF dg = I €X, jestlize pro kadé ¢ > 0 existuje kalibré € ¢[a, b] takowy, ze
plat

HZF@ — g(o,_1)] —]H <c
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pro kazdé o—jemre zn&ere ceéleri (o, &) intervalu [a, b]. Pojem variace Ize snadndep
nést i na abstrakirfunkce. Pro funkcif : [a,b] — X a cBleri o intervalu[a, b] definujeme

v(o)
V(f,0) = _1f(05) = Floj)lx a var, f=sup{V(f,0):0 € 7[a,b]}.

Je tale Zejmé, jak definovat prosto6 ([a, b], X) regulovarych funkd s hodnotami vX.
Potom nap. oba integaly

b b
/dFG a /FdG

existuj, jestlize F e BV ([a, b], (X)) a G € G([a,b], (X)) aplat i véSina tvrzezna-
mych pro integraci skalkrrich funkd (viz [53], [56€] a [40])). Jsou Bak i Wjimky: napr.
Lemmal6.56 plati pouze, pokud @& prostorX kon&nou dimenzi. To znaménm;., Ze
jsou jise poize s feneseim nag. vety o substituci na abstraktmtegly. V teto striené
informaci stoj jeSte za zninku, Ze pokud nera prostorX kone&nou dimenzi, a smysl|
misto variace uvaovat obeca slal¥i pojemsemivariacektery se definuje takto:

Pro danou funkciF': [a,b] — L(X) a celeri o € 2]a, b] polozme nejprve

v(o)

VY(F, o) = || sup {\ Z[F(Uj) — F(0j-1)] %‘Hx} )

kde supremum se berégs \Bechny méané volby prvii ;€ X, j=1,2,...,v(o) tako-
vych, ze ||z;||x <1. PotomCislo

(B)var® I =sup{V!(F,0):0 € 2|[a,b]}

se nagva semivariacunkce F' na [a,b] (viz nagd. [13]). Zpravidla (ne Zdy) je m@no
predpoklady o konéné variaci zeslabit na kogeou semivariaci. Je amo,ze ma-li X
kon&nou dimenzi, pak pojmy variace a semivariace/sai.

Poznamenejme §, Ze integrace funkce hodnotami v Hilbertoych, resp. reflexivith
Banachoych prostorech @ uplatrén nag. v teorii hystereze (viz ndap[22] nebo 23)).

Dilkazy podstatacasti tvrzem uvederych v teto kapitole byly pevzaty z monografiedd] (viz téz
[62]). Néktek jsou pak modifikacemiltkazZl analogickch tvrzen pro speclni pfipad g(z) ==
ze Schwabikovy monografigy]. Odstavec 6.8ytkajici se integrace na elemémtich mn@inach a
¢ast odstavce 6.9anovaia pfimému dikazu Osgoodovyéty jsou zaldeny na paci [39].



Kapitola 7

Aplikace Stieltjesova integialu
ve funkcionalni analyze

V této kapitole nejprve leme, jak se Stieltjesovy integy uplatri pfi reprezentaci spo-
jitych linearrich funkcioraltl na réktef/ch prostorech funkcNejprve gipomaime rékolik
zakladrich pojnil.

7.1 Neékolik zakladnich pojmU z funkcionalni analyzy

(i) Necht X aY jsou linearni (vektorowe) prostory. Zobrazén
Bi(z,y) EXXY — B(z,y) ER
se nagvabilinearni, jestlize plat

B(x1 + xa,y) = B(x1,y) + B(x2,y) provsechnazr,,z,€X, yeY,

BNz, y) = AB(z,y) provsechnaz e X, yeVY, AeR,
B,y +y2) = Bz, y1) + B(x,y2)  provsechnaz € X, yi,y2 €Y,
Blx,\y) = AB(z,y) provsechnaz € X, yeY, AeR.

(i) ProstoryX, Y tvorfi dualni par vzhledem k bilin@rnimu zobrazeng, jestlize plat

B(x,y) =0 provdechnar e X — y =0,
B(xz,y) =0 provsechnaye X — z =0.

(iii) Linearnim zobrazemm linearriho prostoruX do R fikamelinearni funkcioraly na
X. Pro libovolre linearn funkcioraly ®, ¥ naX, AeR az € X definujeme

(P+V)(z) =P(x)+V(z) a (AP)(x)=AD(z).

Mnozina linarrich funkcioralll na prostoruX je zZiejmé vzhledem k takto zavedgm op-
eradm takeé linearni prostor. (Nuloym prvkem mndiny linearrich funkcioralll na prostoru
X je pfirozere funkciorél 0: z € X - 0€R.)

(iv) Je-li X Banacliiv prostor s normou € X — ||z||x, pak linearri funkcioral ® naX je
spojity (vzhledem k topologii indukovannormou|| - ||x) pravé tehdy, kdy je ohrantery,
tj. existujeCislo K € [0, 00) takow, ze |®(z)| < K ||z||x plat pro kazde x € X (viz [17,
IV.1.2]). Prostor spojigch linearrich funkcioralll na Banacha¥ prostoruX znaime X*
a nagvamedualni (nebo €z adjungovag prostoi k X. Pfedpisem

beX — @

x= = sup {|®(z)]: z € X, [[z]]x <1}

203
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je prirozereé definovana norma nX* a X* je vzhledem kéto norné take Banachv prostor
(viz [17, IV.2.1]). Po\simréme si &2, Ze zobrazen

reX, deX* - P(x)eR (7.1)
je bilinearn.
Vyznamnou roli v teorii spojitch linearrich opeatorti hraje \eta Hahnova-Banachova,
kterou zde (spolené s jediim jejim wzitetnym diisledkem) fipomeneme v obecnosti po-

statujici pro nae (cely. Dlikazy Ize ndf ve veiné webnic funkcioalni anaiyzy, viz
nagiklad [17, IV.1.3].

7.1 Véta (HAHN-BANACH). NechtX je Banactiiv prostor aY C X je jeho podprostor.
Potom pro kady spoijity linearni funkcioral ® na Y existuje spojif linearni funkcioral &
na X takow, ze

O(y) = d(y) proyeY a |P|

x+ = |||

- (7.2)

7.2 Véta. Necht X je Banacliiv prostor aY C X je jeho podprostor. Potom pro key
prvek z € X'\ Y existuje spojif linearni funkcioral & na X takowy, Zze

|Pllx« =1, @(y)=0 proyeY a &(z)=dist(Y,z),
kdedist(Y, z) zn&i vzdalenost prvkuz od mnainy Y, tj.
dist(Y, z) = inf{||ly — z||x :y € Y}.
Pomogé véty'7.2 snadno doézeme rasleduici tvrzeni.

7.3 Disledek. Je-li X Banachv prostor aX* jeho dualni prostor, pakX, X* je dualni
par vzhledem k bilin@rnimu zobrazen(7.1).

Dlkaz. a) Je-li®(x)=0 prokazde z € X, znamea to,ze @ je nulovy funkcional, tj.
d=0eX"*.

b) Podle éty7.2 pro libovolré = # 0 existuje funkciodl ¢ € X* takow, ze ||®||x-=1 a
®(z) = ||z||. (Polazime Y = {0}.) Nemlize se tedy $it, Ze by bylo soGasmé ®(x) =0 pro
kazde ® € X* ax #£0. O

7.2 Spoijité linearni funkcionaly na prostoru spoijitych
funkci
Mezi vyznamré wsledky funkciolni ana/zy pafi reprezentace spojith linéarrich fun-

kcionalll na réktef/ch Casto podivanych prostorech funkc Specalné v gfipacé prostoru
Cla, b] funkd spojitych nafa, b] se dolie uplatn klasicky (§) RS-integal.
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7.4 Veéta (RIESZ).  je spojity linearni funkcioral na C|a, b] prave tehdy, kd¥ existuje
funkcep € BV|a, b] tako\, ze je

b
O(z) = (5)/ xdp prokazdou funkciz € Cla, b] . (7.3)

Dlkaz. a) Nechtr € Cla,b] apeBV]a,b]. Potom podle &ty5.5Zexistuje integal
b b
(6)/ z dp a podle lemmat’.10plaf ‘(5)/ zdp ‘ < (varlp) ||z||. Zobraze

b
¢, : x€Cla,b] — (5)/xdp€R

je tedy ohrartery (tj. spojity) linearri funkcioral naCla, b], pricenz
18l (clapny- < var, p. (7.4)

b) Bud dan libovolry spoijity linearni funkcioral ® na Cla, b].

Necht M[a, b] zna&i mnazinu VSech funkecohrantenych nala, b]. M[a,b] je Ziejmé
Banaclilv prostor vzhledem k operam a norng definovagm stejré jako v C|[a, b]. Dale
je Z'ejmé, ze Cla, b] je uzaveny podprostoM |a, b].

Ve zbyvajici ¢asti tohoto dkazu budeme zii#t X =Mla,b] aY =Cla, b].

_ Podle ety7.1mizeme funkcioal ® rozsifit na cel prostorX, tj. existuje funkcioil
® € X* takowy, ze plat (7.2). Polazme

p(a)=0 a p(t)=P(xwy) Prote(abl. (7.5)

Dokazeme,ze p € BV|a, b]. Bud tedy cano cleri o € #[a,b]. PolaZme m =v(o). Po-
tom

Vp,o) =Y Ip(o;) —ploj1)| = Z% [p(0;) —p(oj-1)],

kde a; =sign[p (o) —p(0j_1)] proj=1,2,...,m. Vzhledem k definici{.5) tedy dosh-
vame

v( ) = al X[a o1] + Z aj X[a O'J (I)(X[a,aj—1]):|

X[aal +Zo~/j O'J 10'J

= (01 o) + Z 5 X(o,-105) = P(h),

Jj=2
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kde h(t) = o Xja,0n(t +Zajx,,] Lo;)(t) prot€la,b]. Zfejme ||h]| =1, a tedy

Vip,o)<||®|x- = ||®||y~ proka&de o e 2]a,b].
To ovSem znamem, ze

var’

(7.6)

Zbyva dokazat,ze plat (7.3). Budte tedy dna libovolra z € Y a e > 0. Protaze funkcex
je stejnon&rré spojii nafa, b|, existujed > 0 takowe, Ze plat

(t,se[a,b] a |t — s <5) — |a(t) — 2(s)| < e. (7.7)

b
Dale, protde existuje intedl (5)/ x dp, mlzeme zvolito € Z[a,b] tak, aby platilo
o|<6 a ’

b
SmAP(Uaga) _(5>/ T dp‘ <eg, (78)

kde&, = {o01,09,...,0n,} am=v(o). Polazme

" (t) _ iIZ’(O’l) kdy? te [CL,O’ﬂ,
7 z(oj) kdyz te(oj_1,0;] a j€{2,3,...,m}.

Podle [(.7) plat |z(t) — z,(t)| <e pro kazdé t € [a,b] (je totiz |o| < ), neboli
|x — 25| <e. (7.9)

Dale,
To(t) = 2(01) X[a,0q) (1) + Zx i) X(oj-1,0;)(t) Pro te€fa,bl.
j=2

Odtud, vzhledem k definici/(5), dostaneme

5(%0) = 13(01 X[a,01] )+ Z x X[a %]) E)(X[aﬂj—l])}
= 2(00) [p(o0) =p (@] + 3_ (o) [p(05) = p(05-1)]
= Zx p (Uj—l)} = SxAp( €o’)
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atudz, dky (7.9),

‘ci(x,,) —(5)/abx dp‘ = [S,a,(0.€,) —(5)/;3: dp‘ <e.

Konetng, s vyiitim (7.9) dostaneme
b B b
00) - 0) [ 2 dp| = [8(e) ~ 0) [ 2]

< ‘cf(x) - ci(a;,,)\ + )613(9;0) —(5)/abxdp‘

< |

x- lo =zl +e < ([ @ly- +1) e

To ovdem, vzhledem k tomize ¢ > 0 miize byt libovolné mak, znamea, Ze mus platit

b
d(x) = (5)/ xdp.

|

7.5 Pozramka. VSimréme size podle[7.4) a (7.6) je ||®||x- = ||®||y- = vart p, jakmile
je funkcep definovana vztahem.5) Jak ukazuje asleduici tvrzen, neri ale ifazen

¢ € (Cla,b])* —peBV]a,b]
urceno vztahemq.3) jednozn&né.

7.6 Lemma. Necht g € BV|a, b]. Potom plat
b
(6)/ fdg=0 prokazdou funkcif € Cla, ] (7.10)

tehdy a jen tehdy, kdyexistuje nejySe spdetra mnaina D C (a, b) tako\a, ze
g(t) =g(a) pro tefa,b]\D. (7.11)

D & k az. BeZljmy na obecnosti se iieme omezit naifpad g(a) = 0.
a) Fredpokhdejmeze plat (7.11) a necht je libovolna funkce spoji nafa, b]. Je-li
D =0, pak (7.10 evidentré plai. Pfedpokhdejme tedyze D je nepazdra.

Nejprve wsetime [ipad, kdy D je jednobodo& mn&ina, tj.
g=9(d)xiq prorejake de(a,b).
Bud danocs >0 a nechtd > 0 je takog, ze

(t,se[a,b] a |t—s|<25> — [f(t) - f(s)| < <.
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Pro libovolre zn&ere kleri (o, &) € 7|a, b] takow, ze |o| < §, pak mame

0 kdyzd ¢ o,

1S(0,€)| = ‘f(fj) f(&r1) } lg(d)| <e ||g]|
kdyzd=o; prorgjake je{0,1,...,v(o)}.

Odtud ossem okaruité plyne,ze je

(@Avdg:0

Je Zejmé. ze (/.10 Ize snadno rdifit i na pfipad,ze mnaina D je kon€na, tj. kdyz bude
prorgjakd N e N a {d;}_, C (a,b) platit

N
9=">_9(dx) Xia -
k=0

Pfedpokbdejme nyn ze D je nekonénd, tj. D = {d,.}. Podle \ety2.28je

o0

D lgldi)l <> (1A gldi)| + A g(dy)]) < varg g < oo.
k=1

k=1

Nasledm, je-li danoe > 0, pak existujeN € N takow, Zze

> lgldi)| << (7.12)

k=N+1

Rozlazme funkcig na soiet g = h + h, kde

h(t) B g(t) kdyi tE{dl,dQ,...,dN},
0 kdyi tE[a,b]\{dl,dQ,...,dN}.

- g(t) kdyz te{d,:k>N+1},
0 kdyz t € [a,b]\ {dx: k>N +1}.

Podle edchoz ¢asti dikazu je

(@/?dh:a (7.13)
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Na druhou stranu, pro kdé zna&ere céleri (o, &) € 7[a,b] mame podle.12)
v(o)
;a8 (@.6)] = | D2 £(&) lo5) — Rlo )]
j=1

<2 £ > lgld)l < 2| flle.

k=N+1

Odtud plyneze plat

/abfd%:o

a, vzhledem k.13, plat take (7.10).

b) Nechtplafi (7.10).

«) Predpokhdejme zprvuze g je zprava spoji na(a,b). Dosadme-li f =1 do (7.10),
zjistime, ze mus$ platit

g(a)=yg(b) =0. (7.14)
Polazme dhle

f(t):(5)/t g(s)ds pro teia,b].

Potom f € Cla, b] a podle \ety o integraci per-partes &a5.50) a ety o substituci (&ta
5.45 je

(5)/abfdg= —(5)/abgdf= <6>/ab92dt.

Necht g(t) # g(a) pro néjaké ¢, € [a,b]. Vzhledem k[7.14) mud byt ¢, € (a,b) a vzhle-
dem ke spojitosti zprava funkagtedy existujeA > 0 takowe, ze

[to, to+A) C (a,0) @ (g(t) — g(ts))” >0 prote (to,to+A).
Odtud plyneze

b b to+A
(5) / fdg=(5) / (g(1))* dt > (5) / (g(t))? dt > 0,

coz je ve sporu siedpokladem{.10). Plaf tedy (7.11) (kde g(a) =0, .
) Nyni opusime gredpoklad o tomze g je spojita zprava nda, b) a nechtg je libovolna
funkce s konénou variactako\a, ze plat (7.10). Polazme
g(a)(=0) kdyz t=a,
g(t) = g(t+) kdyz ¢ € (a,),
g(b) kdyz t=10
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a h=g—g. Potom nuize byt h(t)#0 jenom pro tat € (a,b), ve ktefch nen funkce
g zprava spoji. Existuje tedy nejySe sp@etra mnaina D takowa, ze je h(t) =0 pro
te[a,b]\ D. Podlecasti a) tohoto tlkazu mustedy byt

(5)/fdh:(5)/fd[g—§ﬂ:0 pro kazdé f € Cla,b].

V dlsledku pedpokladu?.10) tedy plat

b
(5)/fd§:0 pro kazde f € Cla,b].

Protd’e g je zprava spoji na(a, b), podlecasti b)a) tohoto dikazu to ale znaménze
mud byt g=0 na|a, b], nebolig=h nala,b]. Plaf tedy (7.11). a

b
7.7 Pozramka. Jestlze f € Cla,b], pak podle lemmaty.€ integil (5)/ fdg se ne-

zmeén, zmérime-li hodnoty g(¢) v nejwsSe sp@etre mnoha bodeche (a,ab). Specalné
nahradime-Ili funkci g funkdi
0 pro t=a,
g(t) = < g(t+) —g(a) pro te(a,b),
g(b) —g(a)  prot=b,

bude platit

b b
<6>/fdg=<6>/fdz; pro kezde f € Cla,b].,

priCen? ovsemg(a) =0 a g je zprava spoji na(a,b).
Odtud okariité plyne,ze pro kady spojity linearn funkcioral ® na prostoruC|a, b|
existuje pave jedna funkcer € BV |[a, b] takoa, ze

p(a)=0, p(t+)=p(t) pro t&(a,b)
a

b (7.15)
O(x) = (5)/ xdp prokade zeCla,b].

Funkcep € BV|[a, b]|, které jsou zprava spoft na (a,b) a takowe, ze p(a) =0, se
naz/vaji normalizova funkce s kor@mou variaé a tvafi uzaweny podprostor VBV [a, b],
ktery budeme znéit NBV [a, b]. Prostory(Cla,b])* a NBV[a,b| jsou podle ety(7.4 a
lemmatu?.€izomorfr, tj. zobrazen

® e (Cla,b])" - peNBV|a,b] (7.16)
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urCere vztahy (.15 je vzajemre jednoznéré. To by Zejmeé neplatilo, kdybychonNBV [a, b |
nahradili prostorenBV [a, b] vSech funkts kon€nou variatna [a, b]. Na druhou stranu,
NBV|a,b] Ize nahradit (viz c\deri [7.8) nag. prostorem funkcs kon&nou variat na
la,b], které jsou spojié zleva na(a,b) a rovnaj se nule v @jakem pevié darem boa
c€la,b].

7.8 Cvicen. Dokazte,ze plat:

Pro kazdy spojity linearni funkciorél ® na prostoruCja, b] existuje pave jedna funkce
p € BV]a,b] tako\k, ze

p(b)=0, p(t—=)=p(t) pro te(a,b)

b
(ID(x):((S)/xdp pro kazce = € Cla, b].

Odstavec uzaeme dikazem tvrzeh podle kteeéhp jsou prostoryC|a, b])* aNBV|a, b]
dokonce izometricky izomorin

7.9 Véta. Zobrazem ® € (Cla,b])* — pe NBV]a, b], kde p je ur€eno vztaher(i’.15), je
izometrick izomorfismus.

b
Dlkaz. Nechtp e NBV|a,b] a®(z) = (6)/ zdp prokadé e Cla,b]. DokdZeme,
Ze pak plait ‘

19/l (cla)yr = lIpllsv =var, p.
Podle lemmat®.10mame
b
6)[ | < (vartp) ]
neboli

1]l crasps < llpllev- (7.17)

K tomu, abychom dokzali,Zze plati obracera nerovnost k{.17), bude stait, kdyz dokdzeme
Ze existuje funkcer € Cla, b] takoa, ze

b
Fl=1 a (5)/55dp:vargp. (7.18)

Bud dano libovolre ¢ > 0. Zvolme céleri o € 2]a, b] tak, aby bylov(o)>2 a

V(p,&) >var’p —e pro kazdé jeho ziemeri &. (7.19)



212 APLIKACE STIELTJESOVA INTEGRALU VE FUNKCIONALNT ANAL YZE

Polazme m = v (o). Vzhledem ke spojitosti funkcg na (a, b) zprava ntizeme pro kade
j=1,2,....m— 1 najtbod ¢; € (0;,0;11) takow, ze

p(t) = ploy)l< ——. (7.20)
Polazme
H1) = {sign( (a))  kdyz t€[a, o]
sign (p (0541) — p(tg)) kdyz t€[tj, 0541, 5 €{1,2,...,m},

a dodefinujme funkciz na intervalechio;, ;] linearré a tak, aby byla spofitna[a,b].
Zfejmé je ||z|| = 1. Navic

b m—1 m—1 t;
) Fdp=lp(o) - p@|+ X () = p(e)] + Y 6) [ Ty

Protaze je |z(t)| <1 pro t € [a, b], plyne odtud podle®.20), ze

b m m—1
‘(@/fdp( > |p(o1) —p(a)|+z P (o) —p ()| =D |p(t;) —
a i 7=1
2Z\p )| > V(p,p) —2e,
kde p={a,01,t1,02 ..., 0m_1,tm_1,0} D o. Podle .19 tedy doshvame

b
‘(5)/ Edp’ > V(p,p) —2¢ >var’ p—3¢.
Protaze ¢ mlize byt libovolné kladre Cislo, znameato, ze plat (7.18), a tudz

sup |®(z)| > var’ p.

=l <1

Odtud a z[7.17) plyne tvrzem véty. O

7.3 Spoijité linearni funkcionaly na prostorech integrova-
telnych, resp. absolutreé spoijitych funkci

Dal&i dokfe zramé reprezentace spagjith linearrich prostodi vyuzivaji Lebesgueova in-
tegalu:
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Pro a € [1,00) ozn&me symbolemL®[a, b] prostor funke = méfitelnych nalja,b] a

b
takov;’/ch,ie/ |z(t)|* dt < oo, pficent norma nal.®[a, b] je defino\ana Fedpisem

b 1/a
|z]|la = (/ |z (t)|” dt) pro z € L%a,b]

a rovnostx =y pro z,y € L%[a,b] znamea, ze z(t) =y(t) pro s.v.t € [a,b]. Jestlze
polozime

. - jestlize a>1,
o =
oo jestlize a=1,
pak obeck tvar spojieho linérriho funkcioralu nalL®[a, b] je dan Fedpisem

® € (L*[a,b])* <= existuje pcL" [a,b] takowe,ze
b
B(z) :/p(t)x(t) dt pro zeLoa,b],

kde L*>°[a, b] je prostor funkt esencilné (v podstat) omezefich nala,b], tj. redlnych
funkc f méfitelnych nafa,b] a takovch, ze plat sup ess|f| < oo, kde sup ess|f| je
infimum mnainy vSech A € (0, co) takowch,ze mnadina

{tela,b]:1f(t)]> A}

ma nulovou niru.
Na prostoruACla, b] funkd absolut@ spojifch na intervalua, b| definujeme normu
predpisem

Ifllac = [f(@)| +[[f 'l pro feAC[a,b]
a ACla,b] je pak Banachv prostor. Podle &ty3.18 predstaviij zobrazen
f€AC[a,b] — (f(a), f') €R x L'[a, b]

(c,g) €R x La,b] — f(z): = c+/mg(t) dt € ACla, b]

vzajemre jednoznény vztah meziACla,b] aR x L'[a, b]. Lze ukazat,ze obeci spojity
linearn funkcioral na prostorvtACla, b] je dan gedpisem

¢ € (ACla,b])" < existuj ¢cR a pelL™a,b| takow,ze
b

®(z) = qx(a) +/ p(t)x'(t) dt pro z € AC[a,b].

Dikazy W3se uvedefpch tvrzen a daki podrobnosti Ize nazti ve \eSiné utebnic
funkcioralni anal/zy. VSeobeca dostupa je talé on-line verze plagskych skript 4].
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7.4 Spojité linearni funkcionaly na prostorech regulova-
nych funkci
Nasim cilem je nyr odvozei obecrého tvaru spojitch linearrich funkcioralll na rékte-

rych podprostorech prostorG|a,b]. Pro z&atek si fipomaime,ze podle ety 6.35 je
vyraz

b
P, (z) =qx(a)+/ pdx (7.21)

definovan pro kadou funkciz € Gla,b] a kady par n=(p,q) € BVia,b] x R. Nawic,
pro kazde n € BV|[a,b] x R, predpis {7.2]) definuje ohrar@ery (a tedy spoji§) linearr
funkcioral naGla, b] (viz vétu6.26).

Snadno o@ime,Ze [Fedpisem

n=(p,q) €EBV[a,b] xR — [|n|lsvxr = |q| +[[p|ev

je defino\ana norma na prostofV]a, b] x R aBV][a,b] x R je Banacliv prostor vzhle-
dem k &to norné. Z formul uvederych v prikladech6.22 (viz téz pfiklady 6.54 resp.
cviCeni 6.55) také snadno odvddhe rasleduici tvrzeri.

7.10 Lemma.

(i) Pro libovolnou dvojicin = (p,q) € BV]a,b] x R plati

q)ﬂ(]') = q7

(I)T](X(T,b]) =p (T)7 kdy% TE [(l, b), (722)

®,(xr1) =0, kdyz 7 € (a,b),

®,(xp) =p ()

(i) Pro libovolnou funkcix € Gla, b] plati
P, (z) = z(a), kdyz p=0nala,b|, ¢=1,
=x(b kdyz p=1 bl,g=1

(x) = x(b), ¥ p nala, b}, ¢=1, (7.23)
(I)Ti( ):ZE(T ) kdyZ P = Xla,") na[a,b],TE( b]aq:L

( ):ZE(T+) kdy‘z P = Xla,7] na[a,b],TE[a,b),qzl

Primym diisledkem vztah (7.22), (7.29 a lemmatw.19je nasleduici tvrzeri.

7.11 Lemma.

(i) Jestlzen = (p,q) €BV]a,b] xR a
®,(z) =0 prokazcex € Lin(l, X(rp], T € [a, b),X[b]),

pakp (t)=0 naa,b] a ¢=0.
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(i) Jestlzexr € Gla,b] a
®,(z)=0 pro dechny dvojicen=(p,q) € BV[a,b] x R,
pak
z(a) = z(a+) =2(7—) = 2(74+) = 2(b—) =z(b) =0 (7.24)
plati pro 7 € (a, b).

7.12 Pozramka. VSimnéme size vzhledem kietimu vztahu v[{.22), mlizeme v tvrzen
(i) pfed&sleho lemmatu nahradit mamu Lin(l, X(rb]: T € [a, ), X[b]) mnazinami

Lin(X[T,b]aTE [a7b]7 X[a]) resp. L1n<1 Xla,r)> TE (CL b] X[a)
resp. L1n<17 %X[‘r] +X(T,b]77_€ (CL, b)a X[b])

Odtud okanzité plyne €z nasleduici tvrzeri, kde symbolyG  [a, b], Gg[a,b] a Grega, b]
byly definovany v 4.9).

7.13 \eta. Kazdy z rasledujcich parli prostoril
(G L[a,b], BV[a,b] xR), (Grgla, b], BV]a,b] xR), (Ggla,b], BV[a,b] X R)
tvori dualni par vzhledem k bilingrni formé
r€Gla,b], n€BV|a,b] x R — ,(z).
Na druhou stranu, ame tale

7.14 Lemma. Jestlze @ je linearni ohranicery funkcioral na G [a,b] a

D(x(py), kdyz t e [a,b),
p(t) = 3 (7.25)
P(xp),  kdyz t=b,

pakp e BV|a,b] a

p(a)| +|p (0)] +varg p < 2|2/ as)- } (7.26)
kde [[ @[/ a,p))+ = sup{[®(z)| -weGL[mbL [zl <1}
DUkaz. Prolibovolg cgBleri o = {0y,04,...,0,} intervalu[a,b] a libovolny vektor
(Co,C1y- s Comy Cng1) € R™T2 plat
cop (@) + eni1p (0)+ Y 5[0 (o) = ploj1)]]
j=1
m—1

= ‘@ (00 X(ab] F Cma1 Xl =D _Ci X(oy-1.0;]  Cm me-l,b)) ‘ = |®(h)],

Jj=1
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kde
m—1

h = co X(ap] + Cm+1 X[p) — Z Cj X(oj-1,0;] T Cm X(om_1,p) €G L[a,b].
j=1

Snadno o&ime,ze bude-li|c;| <1 proj=0,1,...,m+1, pak bude||h|| <2. Polazime-li
tedy

co=signp(a), cpmy1 = signp (b), ¢; = sign(p (o) — p(0j-1))
proj=1,2,...,m, ziskame vztah
p(a)[+p(0)+V(p,o) <2(|Ple [@p)" Prokade oc2[a,b].

Odtud & plyne,ze plati (7.26). O
Analogicky gedchomu lemmatu rame tale

7.15 Lemma. Necht® je libovolry linearni ohrani€ery funkcioral na Gegla, b]. Polazme

(I)(X(a,b])a kdy2 t:a,
p(t) =1 ®GX@+ X)), KYZ tE(a,b), (7.27)
(X)), kdyz ¢t ="b.

Potom

Varzp S Hq)H(?}reg[a,b] < o0,

kde

12l Greglab)y* = sup{[®(2)]: & € Gregla, b], [lzf| <17}
ti. peBV]a,b].
DUkaz. Nechtd e (Greg[a b)), o= {00,01,.. ,0m} je déleriintervalu[a,b] a necht
realmaCislac;, j=1,2,...,m, jsou takowa, ze je |cj| <1 pro sechnaj = 1,2,..
Potom

m )
ZCJ p(0j-1)]
7j=1
=0 [q) X[on] + X(orp]) — (D(X(a,b])]
I (7.28)

+ Z Cj [ [O'J] + X(O'J b]) ®(%X[Uj—1] + X(C"j—lyb})]

=2
+ em | P0) = (5 Xoa] + Xiomr01)| = O(R),
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kde

h = ﬁEMm+Xmm—Xmﬂ*Wmhm—%mw4—wbwwd
m—1
1 1
+ Z € |:§X[J.7] + X(o;b] — 3X[oj-1] — X(Uj—hb]}
=2
= [%X[al] - X(a,aﬂ] — Cm [%X[Um—ﬂ +X(0m—17b):|

1 1
+ Z Cj |:§X[O']] - X(O’j_l,O'j] - §X[0'j—1]:|
7j=2

- —C [%X[Ul] +X(a,01):| — Cm [%X[Uvnfl] + X(Gmfl’b):|

m—1 m—1 m-1
DL DR CHNE) PICP S
j=2 J=2 J=2
m—1 m m
j=1 j=2 7=l
m—1 m
+
_ . Z cj C]+1 07 Z Cj X(Uj_hdj)

I
M

<CJ+CJ+1 X[o;] + Cj X(oj_ 170])) — Cm X(om—1,b)-

7=1
Z tohoto vyjaderi snadno nadnemeze h(a+)= — ¢y, h(b—)= — ¢,
h(O’j—) = —¢j, h(O’j—F) = —Cj+1, h(O’j) = —%(Cj + Cj+1) proj = 1, 2, e, m
Cili heSla,b]NGregla,b] a|h(t)] <1 provsechnat € [a, b].
Vzhledem k[7.29 tedy doshvame,ze nerovnost
Sup{‘ ch [p (Uj) _p(a—j—l)} ’ : |Cj| S 17 ]: 1727 s 7m_1}
< sup{|®(z)[: x € Gregla, b], [|z[| <1}

plati pro kazdé celeri o = {0y, 01, ...,0,} intervalu|a, b] a rélnacislac;, takovaze je
lc;| <1 provsechnaj = 1,2,...,m. Zvolime-li nyri

¢; =sign [p(0;) —p(oj-1)] proj=1,2,...,m,
zjistime, Ze plat

V(p,o) <sup{|®(x)|:2 € Grga,b], |z <1} < 0o prokade o e 2[a,b],
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tj. varb p < ||(I>||areg[a7b]<oo. O
Prvrim hlavim vysledkem &to kapitoly je msleduici véta.

7.16 \eta. ¢ je linearni ohranicery funkcioral na G [a,b] prave tehdy, kdy existuje
dvojicen = (p,q) € BV[a,b] x R tako\a, ze

b
O(x) :qx(a)+/ pdz prozeG[a,b]. (7.29)

Navic, zobrazen
n€BV[a,b] xR — &, € (G [a,b])" (7.30)
je izomorfismus.

Dlkaz. a) Necht® € (G[a,b]))* anechtd, € (G[a,b]))* je funkcioral definovay
predpisem({.2]), kde n=(p, q), ¢=®(1) a funkcep je definovaa v (7.25). Podle lem-
matu7.14n=(p,q) € BV|[a,b] x R a podlel(.22) a (7.25 mame

O(1) =q =),
P(X(rp) =p(1) =P4(X(zp) Pro 7€ la,b),
O(xp) =p0) =0,(xp)-

Protdze podle lemmatd.19je kazda funkce zS[a, b] NG [a, b] linearri kombinagd funkdi
L, X(zp)» T € a,b), xp, plyne odtudze ®(z)=,(x) prokade x € G [a,b]NS]a,b].
Konetné, prot@e podle lemmatil.18 je G [a,b]NS[a,b] hush mna&ina v G [a,b]
a prot@e funkcioraly & a @, jsou spojie, plyne odtudze ¢(x)=®,(x) pro kazde
reG[a,b].

b) Podle ety 7.13je (7.30) vzajemré jednoznéné zobrazenBV|[a,b| xR na (G [a,b))*
Dale podle ety/6.26 mame

|, ()] < (Ip(a)| +[p ()| + vargp +|g]) [|z]|  pro k&zde =€ G [a, b],
atudz

1yl fabys < [P (a)l+[p (D) + varip + gl <2 ([Ipllev +14l) = 211nllevxg-
Na druhou stranu, podl& (2€) a podle lemmatli.14je

lg| = 12(1)] <[Pyl (@ | [ab))*

Ipllev < (Ip (a) +1p (b)] + varep) < 2yl o)~

Souhrnem rame

1
5 1Pyllc fapn < [MllBvxr < 3Pyl b))
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Cili, zobrazem
n€BV[a,b] xR — &, € (G [a,b])"
je izomorfismus. O

7.17 Veta. @ je linearni ohraniCery funkcior@l na Gegla, b] (P € (Gregla,b])*) prave
tehdy, kdg existuje dvojice) = (p,¢) € BV[a,b] x R tako\a, ze

b
d(x) = qx(a)+/ pdz  pro x € Gggla, b]. (7.31)

Navic, zobrazen
n€BV[a,b] xR — @, € (Gregla, b])* (7.32)
je izomorfismus.

Dikaz. Necht® € (Grega, b])* @ ®, € (Gregla, b])* je definovan vztahem{.21), kde
n=(p,q), qg=®(1) a p je funkce definovah vztahem[{.27). Podle lemmatl/.15 je
n=(p,q) €BV[a,b] x R a podlel(.22) a (7.27) mame

d(1) =q  =9,(1),
P (X(ap]) =p(a) =Py(X(@p))

P(5x1r + Xrp) =p(T) =Py(3X1 + X(rp) Prokader e (a,b),
P (xm) =p() =,(xw)-

Pomoé lemmatu4.19odtud odvodme,ze plat
P(x) = ¢,(x) prokazdez € Gegla, b] N S|a,b].

Podle lemmat4.1&je ovsem mndina G egla, b] N S|a, b] hust v G egla, b], atudz dost-
vame konéne, ze plat ¢(z) =, (z) prosechnar € Grgla, b].

Podobi jako jsme dokzali analogickou nerovnost awéru dikazu \ety7.16 dokazali
bychom nyn, Ze plat také

1
5 1®sll@regasn < lInllzvxr < 3118yll@regas-- 0

7.18 Cviceri. Postupem patitym v diikazech @t[7.16a/7.17ukazte, Ze talé plat:
(1) @ je linearni ohraniCery funkcioral na

GLla,b] = {z €GJa,b]:z(t—) = z(t) prot € (a,b]},
(viz (4.9)) prave tehdy, kdy existuje funkce € BV |a, b] tako\a, ze

b ~
@(w):p(b)x(b)—/ pdz pro z€Gy[a,b].
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(1) @ je linearni ohraniCery funkcioral na

Grla,b] = {x €Gla,b]: x(t+) = x(t) prot € [a,b)},

(viz (4.9)) prave tehdy, kdy existuje funkce € BV |[a, b] tako\a, ze

() :p(a)x(a)—i-/ pdz  pro zeGgla,b].

7.5 Aplikace v teorii distribuc i

V tomto odstavci nazrédme manosti pouiti KS-integalu v teorii distribu¢. Distribuce
zde budeme dpat ve smyslu L. Schwartzefifomaime si nejprve @kolik zakladrich
pojmu a definic.
7.19 Definice.Mnozinu funkd ¢:R — R, které maj pro kazde k€ N U {0} derivaci
©®) k-tehotadu spojitou naR a takovou,ze o) (t)=0 pro VSechny tcR\ (a,b),
ozn&ime symbolen®|a, b]. Funkdm z ®[a, b] fikametestovacfunkcena [a, b].
Mnozina®|a, b] je linearr prostor vzhledem kijirozernym operagm itari a rasobe-
ni skarem. Mndina ®[a, b| se stane topologigkn vektoroWm prostorem, zavedeme-li
na i topologii, ve kteé posloupnos{y, } C D[a, b] konverguje ky € D[a, b] tehdy a jen
tehdy, kdy

lim || —p®| =0 prokade keN U {0}.

Spojitym linearrim funkciorédlem na topologiokm vektoro@m prostoruX rozunime,
analogicky jako v fipace Banachoych prostot, linearri zobrazen prostoruX do R,
které je spojie vzhledem k topologii n&X.

Typickymi priklady funkd z prostoru®|a, b] jsou funkce tvaru

{exp (-(E=+24)) pro t € (¢, d),

QOC,d(t) =
pro teR\ (¢, d),

kde [c, d] mlize byt libovolny podinterval via, b].

7.20 Definice.Spojite linearn funkcioraly na topologickm vektoroem prostoru®|a, b]
se nagvaji distribucena [a, b]. Mnozina \VSech distributna [a, b] je tedy d@lnim pros-
torem k®|[a, b]|. Znaime ji symbolem®*[a, b].

Pro danou distribucif € ©*[a, b] a testovacfunkci ¢ € ®la, b], hodnotu funkcioalu
f nay zn&ime symbolem(f, ¢).

7.21 Pozramka. Je-li f € L![a,b], pak fredpisem

b
(f.p) = / () p(t)dt pro peDla,b],
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(kde je pouit Lebesguef)v integi@l) je definoana distribuce nda, b], kterou budeme
zn&it take symbolemf. Rikame,ze distribucef je urtena funkc f.

Funkce f € L'[a,b] je nulow prvek prostoru®*[a,b] jestlize f=0 s.v. na[a,b].
Specalré je-li f € Gla,b], pak f=0¢€ D*[a,b] tehdy a jen tehdy, kdy
f(t=)= f(s+) =0 provsechnate (a,b] a s€]a,b).

Tudiz, je-li f € Gregla, b], pak f =0 € D*[a,b] tehdy a jen tehdy, kay f () = 0 pro vSech-
nat € [a,b]. Pro libovolre distribucef, g € ©*[a, b] rovnost f = g znamea, ze je

f—g=0€D*a,b].

Z vyse uvedegho plyne ze pro kadou funkcig € L' [a, b] existuje nejySe jedna funkce
J €Gregla, b] takowa, ze f =g s.v. naja,b]. Dale, pro daé realné funkce f, g € L' [a, b]
plafi rovnost f = g ve smyslu®*[a, b] tehdy a jen tehdy, kdy f = ¢ s.v. naja, b].

7.22 Definice.Pro danou distribucif € ©*[a,b] definujeme jdj (distributivri) derivaci
f' predpisem(f’, o) = — (f,¢') proypeDla,b].
Podob, pro kade k€N, (f® )= (=1)*(f,o®) pro € Dla,b].

7.23 Pozramka. Distributivni derivace absolutnspojif/ch funkd jsou u€eny jejich kla-
sickymi derivacemi.

0 prot<0,
7.24 Pozramka. Definujme H(t) = % pro ¢t =0,
1 prot>0.

Necht 7€ (a,b) a h.(t)=H(t — 7) pro t €[a,b]. Potom pouitim vét6.46 al6.57 a
s @ihléednuim k (6.21) a (6.25) dostaneme

b b
() = —(hr ') = —/ b dy =/ odh, = o(r).

a

Funkceh, se nagvaHeavisideova funkdse stedem v bo@ 7) ajeji distributivri deriva-
ce h! se zndi J, a na¥kva seDiracova J-distribuce(se stedem v boé 7).

7.25 \eta. Necht f € L![a,b]. Potom jej distributivri derivace f’ je nulova distribuce
tehdy a jen tehdy, kayexistuje konstantac R tako\a, ze f(t) = c pro s.v.t € [a, b].

Dbokaz. Jestlie f(t)=c pros.v.t € [a,b] a p € Dla,b], pak

b
(o) = — ey = —c / 2(s) ds = —c(p(b) — p(a) = 0.
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Naopak, necht(f,»’) =0 pro kadou ¢ € D[a,b]. Necht je dana libovolrd testovat
funkce p € ®[a, b]. Polazme

ol(t) = / —apO(s))ds pro tea,b],
0 pro t R\ [a, b],
kde
ao :/ p(s)ds a O(t) = M
“ /gpa,b(s) ds
Potom

/ab@(s) ds=1.

Odtud snadno plyn&e ¢(a) = ¢(b) = 0 atakeze p € D[a,b]. Dale
p'(t)=p(t) —agO(t) pro tefa,b].

Tudiz 0=(f, ') = (fp ) (f,0). Pro kade p e Dla,b] tedy plat

<ﬁm=(13@daux»=LZM$m,

kde c= (f,©) e R je konstanta. Tedy = ¢ ve smyslu distribuic a

7.26 Cviteri. Necht f €LL'[a,b] a k€ N. Dokazte,ze f*) =0 € D*[a,b] tehdy a jen
tehdy, kdy existuj ¢, c1, ..., c._1 € R takow, ze

f)=cotcit+ - +g_1t*' pros.v.tea,bl.

Vaznym probEmem v teorii distribuige otazka, jak definovat jejich s@in. Nasleduici
dvé klasiclé definice seytkaji jen jistych specalnich typll distribug.

7.27 Definice.(i) Jestlze f, g a fg € L'[a,b], pak

b
Um@z/f@gwwwdtpm¢EMmM

(i) Jestlize f € D*[a,b] a funkceg ma nala,b] spojitt derivace libovolahotadu, pak

(fg,0)=([9¢)

Pro zkounan diferencalnich rovnic s distributivimi koeficienty je @iteCné mit k
dispozici rozumnou definici s@inu distribu¢ f a g’ (resp. f’ a g), kde f € Gla,b]
a g € BV]a,b]. Definice7.270ov5em takoe sowtiny definovat neumisuje. Jejich smyslu-
plnou definici nizeme formulovat teprve vyaitim KS-integalu.
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7.28 Definice.Jestlze f € Gla,b] a g € BV|a, b], pak definujeme

b

b
(f'g,9) :/wg df a (fg',¢) :/sofdg-

7.29 Lemma. Necht f € G[a, b] a g € BV|a, b]. Potom

flg=F", kdeF(t):/tgdf prot € [a,b] (7.33)

fg'=G', kde G(t):/tfdg prot € [a,b]. (7.34)

D U k az. Pouitim véty o substituci (2ta6.57) a ety o integraci per-partes €ta6.46)
pro libovolré ¢ € D[a, b] dostaneme

(f'g,9) —/abw(t)d[/atgdf] = —/abcp’(t) (/atgdf> dt
=<(/atgdf>/,so>,

tj. plati (7.33. Vztah [7.34) se dokazuje analogicky. O
7.30 Disledek. Jestlze funkcef € Gla,b] a g € BV|a, b] sphuji

ATf(t)Atg(t) = A" f(t) A g(t) prokade te (a,b), (7.35)
pak

(fo)=rfg+f'g

D Uk az. Podle definicé.2Z véty o integraci per-partes (viZw6.46) a lemmatu/.29
dostvame

<<fg) /7Q0> = _<f9790/>
b b
__ / o' gdi — / o(t) (1) g(t) — F(a) g(a)]

:/abgp(t)d[/atgdf—l-/:fdg}:<f9/790>+<f/9790>- O

7.31 Pozramka. Necht f € G[a,b] a g € BV [a, b]. Podninka (7.35) je pak Zejmé splreé-
na nap. v nasleduicich gfipadech:

(i) obeé funkce jsou regalrn (viz pozramku4.17),
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(i) alesp@ jedna z nich je spogtna(a,b),
(iii) jedna z nich zleva spoftna(a, b) a drula je zprava spojit na(a, b).

7.32 Cviceni. Dokazte, Ze jestlze 7€ (a,b) a h,, resp.d, jsou Heavisideova funkce,
resp. Diracova distribuce sdatlem vr, pak i, §, = ¢, /2.
(Navod: Podijte cviceri 6.43



Kapitola 8

Zobecrene linearni diferencialni rovnice

8.1 Uvod

VSechny intedaly v teto kapitole jsou KS-integty, jejichz definice je ro&fena ve smyslu
odstavcés. 10na maticoe funkce (tj. funkce zobrazigj interval [, b] do prostoru matic).
Jak jsme jt v odstavci6.10 vysvétlili, vSechny viastnosti KS-integiu i obou tygdi RS-
integralu, kteé jsme doposud ddéizali pro skarn funkce, plat i pro funkce vektoro@
Ci maticowe, pokud se v Pslusnych formuich neznén porad, v jakém se tam maticav
funkce objevdj. V diikazech se tedy budeme pro fefiré vlastnosti funkca integalll
odvolavat na odpowaijici tvrzeri pro skaarn funkce z kapitol 1-6.

Nasleduici definice zaad prostory vektoroych, resp. maticojch funkd, se ktegmi
budeme véto kapitole pracovat.

8.1 Definice. (i) G([a,b],R™) je Banacliv prostor funke f:[a,b] — R™, které jsou
regulova nafa,b]. Norma naG([a,b],R") je definovana edpisem

[fll= sup [f()] pro feG([a,b],R"),

t€la,b]
kde |f(t)| je norma vektoruf(t) v R”".
(i) BV([a,b], 2(R")) je Banacliv prostor funke F': [a,b] — £ (R"), které maj ko-
necnou variaci naja,b]. Norma naBV([a,b], #(R")) je definovana edpisem
| Fllgv = |F(a)| +var® F pro F € BV([a,b], 2(R")), kde vaf F se definuje jako
v odstavci6.10a |F'(a)| je norma maticeF'(a) v 2 (R").
Podob se definujprostory BV ([a, b], R™), C([a,b], #(R™)) a C([a,b],R™) a normy
na nich. Mnainu funkd f:[a,b] —R™ s deriva¢ spojitou na intervalua,b] zna&ime
C!([a,b],R™). Jako obvykle, definujeme

flla)=f"(a+) a f'(b)=f'(b=) pro feC([a,b],R").

Tématemé&to kapitoly budou rovnice tvaru

o) = a(s) - [ dda = 1l6) - 1(5), (6.1)

kde t, s€a,b], A je nx n-matico\a funkce, f je n-vektorova funkce a hledme n-

vektorovou funkciz vyhovujici nasleduici definici.

8.2 Definice.Funkcez : [a,b] — R" je feSerim rovnice 8.1) na intervalu|a, b], jestlize
b

existuje integal/dAa: arovnost8.1) je splréna pro libovola ¢, s€[a, b].

a
Rovnice 8.1) se nagvazobecenra linearni diferencalni rovnice

225
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8.3 Pozramka. Bud danot, € [a, b] a nechtz spliuje rovnost

Mﬂ—ﬂm%ifdAx:ﬂﬂ—f%> ©.2)

pro ¢ € [a,b]. Potom pro libovol@é s € [a,b] mame
os) = alto) + [ dAz+1(5)  Flto).
to

Ode&tteme-li tuto rovnost odd(2), zjistime, ze 8.1) plat pro libovolra t, s € [a, b], tj. = je
feSen rovnice B.1). Funkcex : [a,b] — R™ je tedyfeSerim rovnice 8.1) na [a,b] prave
tehdy, kdy pro réjaké pevre ¢, € [a, b] spihuje rovnost.2) na[a, b].

8.2 Diferencialni rovnice s impulsy

Motivad pro studium zobea@rych diferencalnich rovnic jsou mjilohy s impulsy. \WWadé
praktickych Gloh se totz potkame s perturbacemi, jejizhdoba @isobei je sice zaned-
batelrd v porovrari s dobou cétho procesu, ktérale nicnéré podstatéd ovlivni stu-
dovary proces. Zpravidla vhodm modelem pro popis tak§ehto proces jsou difer-
encialni rovnice s impulsytj. diferencalni rovnice, jejictz feSern nemus byt hladka, ba
ani spojia.

Zdrojem moddl s impulsy je zejrana fyzika (nap popis hodinoych mechanisiin,
oscilace elektromechaniggh sysémil, vyzaovari elektrickych, resp. magnetigich vin
v prosfed s rychle se réricimi parametry, stabilizace Kapicova kyvadla, ogim reg-
ulace metodou bang-bang), ale éakediéna (distribuce éCivych latek v Ele, strategie
impulsri vakcinace v epidemiologigich modelech, studiui€inku hromadaho a@kovan
proti spalnékam), populé&ni dynamika (modely s rycfimi zménami p@tu rektegch pop-
ulad) ¢i ekonomie (modely trhu, ktérpfipoustji prudké zneény cen).

Nejjednod&si idealizad¢ impulsrich proce# jsou procesy popsénlinearrimi difer-
encalnimi rovnicemi, na kte& v kon€&€ném pdtu pevié darych bodi plisob linearri im-
pulsy.

Predpokhdejmeze

reN, a<n<...<7.<b,
PeC([a,b], 2(R")), q€C([a,b],R"), (8.3)
Bre 2(R"), dy eR™ prok=1,2,...,r.

(V této kapitole budou symboly typB;., resp.d; zn&it také matice, resp. vektory.)
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Ozn&me D={7,7,...,7}, To=a, .41 =>b a pro ka&dou regulovanou funkci
x:[a,b] — R™ definujme

xp)(t) = x(t) pro tela, ]
a
5 (8.4)
o(Tp_1+) KdyZ t=75_4,
.T[M(t): pro k=2,3,...,r+ 1.
[E(t) kdyi te (Tk—laTk]
Linearn impulsri Gloha je pak tvéena linérri diferencalni rovnicdi
' =P(t)x+q(t) (8.5)
a linearnmi impulsrimi podninkami
Atx(ry) = Bea(mp) +dp, k=1,2,...,7, (8.6)

pricent feSen jsou uena podle asleduici definice.
8.4 Definice.ReknemeZe funkcez : [a,b] — R™ je feSerim Glohy (8.5), (8.6), jestlize
T € CY([re-1,7%]) prokadek=1,2,...,r+1, (8.7)
x vyhovuje impulsim podminkam 8.6) a sphuje diferencalni rovnost
2'(t) = P(t)z(t) + q(t) pro te€la,b]\D. (8.8)
8.5 Pozramka. Povsimreme sizefeSeri tlohy (8.5), (8.€) jsou regulovaa funkce.

Ukazeme nyin, Ze lohu 8.5), (8.6) mlizeme ekvivalentd preformulovat jako zobec-
nénou lingérn diferencalni rovnici tvaru 8.2).

Predpokhdejme zprvuzer =1, anechtz : [a,b] — R" je feSeri impulsr Glohy (8.5),
(8.6). Integraé rovnosti 8.€) dostaneme vztahy

x(t) = z(a) +/ P(s)z(s) ds+/ q(s) ds pro t € [a, 7]

t

x(t) :a:(71+)+/ P(s)x(s)ds—i—/ q(s)ds prote(m,b].

T1 T1

Dosazeim z podninek 8.€) (kde & =r = 1) do druteho vztahu pak pro< (1, b] dosta-
neme

xz(t) =x(m)+ Brz(m) +d; +/ P(s)z(s) ds—l—/ q(s) ds

T1 T1

:a:(a)+/ P(s)a:(s)ds—l—Bla:(Tl)—l—/ q(s) ds +dy,
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atedy
) = 2( _|_/ P(s)x(s) ds+x(rp)(t) Br2()

/ () ds xr ) (1) s

Prot e [a,b] polozme

prot € [a,b]. (8.9)

A(t)_/atP(s)derx(Thb](t)Bl a f(t)_/:q(s>ds+x(ﬁ,b}(t)d1.
Pak
AEBV([a,b], 2(R™), f €BY([a,b],R"), A(t—) = A(t) a f(t—)= f(£) prot e (a,b].
Dale

A = [ PO Gt B a 04 = [ als) st i)
nebol

ATA(L) = Xy (t) B1 @ ATf(t) = xjry(t)di pro t€la,b).

Podle \&ty o substitucit.57 a formule 6.21) z prikladl 6.22 (i) (viz téz priklady(6.54)
plaf

/dAx:/ P(s)x(s) ds+x(rp)(t) By z(m1)

£(t) — fla) = / a(s) ds +xiru (1) dy

prote€la,b] a z€G([a,b],R"). Dosazeim do 8.9 zjistime, Ze x spliuje na[a,b]
rovnost 8.2), kdet, =a.

Obracer, jestlze « € G([a, b],R™) spluje 8.2) na[a,b], pak podle ySe uvedeaho
plat opét (8.9). Odtud vidme, Ze definujeme-li funkcer(, jako v (8.4), bude platit'8.7) a
(8.9). Navic, podle Hakeovy &ty (viz 7 cviceri[6.59) je x( —)==x(t) prokazdét € (a,b]
a

z(t+) = z(a) + Slir?+ S dAz+f(t+) — f(a)

=zx(a)+ [ dAz+ f(t) — fla) + ATA@) x(t) + AT f(¢)

= 2(t) + Xm)(t) (B1z(t) +di) prokeade ¢ € [a, b].
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Specalné dosazeim t = 7, zjistime,Ze x spliuje impulsmpodninku (8.6), kdek =r=1.
Vzhledem k pozamce8.3 je tedy pror =1 tloha B.5), (8.6) ekvivalentn se zobec-
nénou diferendlni rovnici (8.1).

V obecrem fdipackt r € N, definujeme

A(t) = / P(s)ds+ 3" Xt (1) Br,
. k=t pro t € [a,b]. (8.10)

f(t) Z/ Q(S)derZX(Tk,b](t) dy,
@ k=1

Indukd snadno o&ime rasleduici tvrzen.

8.6 Veta. Predpokhdejme(8.3) a (8.10). Potom impulshtloha(8.5), (8.6) je ekvivalentn
se zobecd@nou diferendlni rovnidi (8.2), tj. z:[a,b] — R"™ je feSerim Glohy (8.5), (8.6)

na intervalu|a, b] tehdy a jen tehdy, kéyjefeSenm rovnice(8.1) na intervalu|a, b]. -

8.3 Linearni operatory

Pfipomeime nyn strucné rékolik zakladrich pojnii z funkcioralni analyzy, kteé budeme
nadale potebovat. Podrol&jSi informaci Ize nait ve vetSiné utebnic funkcio@lni analyzy
(viz nagd. [4], [17], [34], [44]). Zakladn pfehled je obszen tale v Uvodn ¢asti monografie
[58].

Necht X, Y jsou Banachovy prostory. Zobraiefi: X — Y (7" zobrazujeX do Y) je
Spojity opeiator, jestlize
lim ||z, —z||x=0 = lim |[|T(z,) — T (z)|y =0,

kde || - ||x jenormanaX a || - ||y je normanaY. Opeiator 7: X — Y se nagvalinearni,
jestlize plat

T(01$2+CQZL'2) :ClT($1)+CQT(£B2) prOxl,xQGX a Cl,CQER.

Dalefeknemeze linéarni opeitor 7' je ohraniCery, existuje-li¢islo K € [0, c0) takow,
zeplat ||T(2)|ly < K ||z||x pro kazdé z € X.

Je-li T linearn opetor, gSeme, jak je zvykemi]" = misto 7'(x). Je zramo,ze linérn
opeiatorT: X — Y je spojity pravé tehdy, kdy je ohrancery.

MnoZzinu ohran€erych linearrich zobrazenprostoruX do Y zn&ime #(X,Y). Je-i
X =Y, pisemez(X) misto 2(X,X). Na 2(X,Y) jsou Zejmym zplisobem zavedeny
operace &tari opeftorti a rasobenopeiatorl realnym cislem az (X, Y) je pak Banachv
prostor vzhledem k norén

HLHD%(XX):SUP{HLJTHYZZEGX a ||33HX§1}.
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Je zramo,ze prostorZ(R") je ekvivalentm s prostorem matic typu x n.

Konectne,feknemeze L € #(X,Y) je kompakti jestlize zobrazuje Kedou mndinu
ohrantenou vX na mnainu relativrié kompaktinv Y, tj. jestlize pro kadou posloupnost
{z,,} ohrantenou vX jeji obraz{L z,} CY obsahuje podposloupnost konvergémtry .
Je zramo,ze kady kompaktn linearn ope@ator je sogasre spoijify.

V dlikazech hlavith wsledKl teto kapitoly vywZijeme rasleduici dvé tvrzen. Prvri z
nich je zobecérnim jedré z Fredholmoych vét zramych z teorie intedalnich rovnic. Jeho
diikaz je obszen nap. v monografich N. Dunforda a J. T. Schwartz6][ M. Schechtera
[47] nebo ve skriptech J. Luke [34].

8.7 Véta (FREDHOLMOVA VETA O ALTERNATIVE). Bud X BanacHiv prostor a necht
operator L € #(X) je kompakth Potom opeatorova rovnice

r—Lx=g (8.11)
ma jedirefeSen pro kazcé g € X tehdy a jen tehdy, kayisluSrd homogenhrovnice

x—Lx=0 (8.12)
ma pouze trivalni feSen = =0 < X.

Druhé tvrzen je zramo take z elemerérni teorie matic. ipome&ime si zde jeho obec-
nou podobu fevzatou z monografiéll] (viz Lemma 4.1-C).

8.8 Lemma. Nectit X je Banacliiv prostor, 7 € 2(X) a ||T|| ¢, < 1. Potom existuje
ohraniery inverzi opefator [I — T}_l k opedatoru [/ — T a plafi nerovnost

_1 1
e s o
Zx) ~ 1= ||T] #x)

H -7
8.4 ExistencereSeri zobecrénych linearnich diferencial-
nich rovnic

Studium zobecénych linearrich diferencalnich rovnic zafjime prosgm pozoroarim
vychazejcim ze zramych vlastnostKS-integalu.

8.9 Veta. Necht A € BV ([a,b], 2(R™)) a f € G([a,b],R™). Potom kadeFeen = rovni-
ce(8.1) na [a,b] je regulova® na|a,b| a plati pro néj vztahy

A=x(t) = AA(t) 2(t) + A~ f(t) kdyz L€ (a,b]. } (68.13)

Ata(s) = ATA(s)z(s) + AT f(s) kdyz s€]a,b).
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Dlkaz plyne z dsledku6.51Saksova-Henstockova lemmatu. O

Vzhledem k &t 8.9 je tedy vhod@ hledatfeSen zobecm®nych linearrich diferen-
cialnich rovnic ve tidé G([a, b], R™).

Analogiemi p@&atecnich tloh pro linéarn obyCejré diferencalni rovnice jsoutlohy

g;(t)—a?—/ dAz = f(t) — f(ty). (8.14)

to
kde bodt, € [a,b] a vektorz € R™ jsou dany edem.

8.10 Definice.Reserim pazatetni Glohy (8.14) na intervalula, b] je funkcez: [a, b] —R™
pro kterou je spléna rovnost&.14) pro kazdé ¢ € [a, b].

8.11 Pozramka. Vzhledem k pozamce8.3 je Zfejmé, Ze funkcez je FeSerim pacatetni
tlohy 8.14) na|a, b] pravé tehdy, kdy jefeSerim rovnice 8.1) na [a, b] a plat x(t,) =z.

Kazdé funkciz € G([a, b], R") a bodut, € [a, b] pfifadme funkci«, = pfedpisem
t
(A7) (1) :/ dAz protela,bl. (8.15)
to

Podle disledku6.51jsou funkce %, = regulova® nala,b]. Zobrazei
- x € G([a,b],R") — o, € G([a,b],R")
je Ztejme linearn a dale podle ety 6.25plaf
| yz|| < (var’ A) ||z|| pro ka&zdez € G([a,b],R™).
Pro k&dé t, € [a, b] je tedy <%, spojity linearn opetor naG ([a, b], R™), tj.

€ Z(G([a,b],R™)).

Dokazeme nyin, Ze sodasre je gedpisem (.15 definovan spojiy linearn ope’ator
zobraztuici G([a,b],R"™) do BV ([a,b],R").

8.12 Lemma.Necht A € BV ([a,b], 2(R")), to € [a,b] a nechtfunkcew,z je definoa-
naproz € G([a,b],R"™) vztahen(8.15).
Potom.«,,x € BV ([a, b],R™) pro kazcé = € G([a,b], R™) a opestor
r€G([a,b],R") — 4,2 € BV([a,b],R")

je ohranicery.
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Dl kaz. Budo libovolné cBleri intervalu [a, b]. Podle \ty6.25pro = € G([a, b], R™)
mame

Z|"Z{to ’%0)031|_ / dAI

v(o)
<3 (varg, 4) ol = (var; A) ]
1

q

J

| (o) (a)| =

/ dAa:‘ < (var? A) |z

to

Tudiz «,x € BV ([a,b],R™) a
o lev = |(at,2)(a)| +varg (o4,x) < 2 (var, A) ]|
pro kazdée x € G([a,b],R™). O

Pomoé opetoru .+, z (8.15 mlzeme ffepsat poatetni Glohu [B8.14) jako opeéatoro-
vou rovnici

x_ﬁox:ga kdeg:'ff—i_f_f(t())

Prot&ze nename k dispozici prosedky postauijici k dilkazu kompaktnosti opatoru
o € 2(G([a,b],R™)), nenlizeme iimo aplikovat Fredholmovuétu (&ta8.7) a musme
postupovat tak trochu oklikou. Vasleduici vétt ukzeme pomocHellyovy véty a Os-
goodovy \ty, Ze opeator <%, generuje kompakirzobrazenprostoruBV ([a,b],R™) do
sebe.

8.13 \eta. Necht ¢p € [a,b] @ A€ BV ([a,b], 2(R")). Proxz € BV ([a,b],R") definujme
Lx=,x.
Potom L je kompaktilinearni operator na BV ([a, b], R™).
DlUkaz. Protde je x| < ||z|gy pro kade z € BV([a,b],R"), plyne z lemmati8.12,
ze Le 2(BV([a,b],R™)).
Dokazeme,ze pro kadou posloupnosfz, } ohrantenou vBV ([a,b],R™) jeji obraz
{Lx,} CBV([a,b],R") obsahuje podposloupnost konvergémmBV ([, b], R™).
Nechtjsou tedy posloupnosir, } C BV|[a,b] atislo » € [0, ) takow, Ze je

|zn|lpy < ¢ <oo prokade neN.

Podle Hellyovy ety (ta2.49) existuj funkcez € BV ([a, b], R™) a rostoucpodposloup-
nost{n;} C N takow,ze

|||y <22 a kll_{goxnk(t) = x(t) prokadé te€a,b].
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Ozn&me z,(t) =z, (t) — x(t) aprokeN at € [a,b]. Potom
|zp(t)| <42 a Jim 2(t)=0 prokeN ate]a,b].

d d
Vzhledem k tomuze integaly / dAz, a / dlvar; A]|z(s)| existuj pro libovolra
c,d€la,b] akeN, véta6.2£izarff:uje ze platc

/ dAZk

Za/ dvar; A] |z (s \</dvar Al |z1(s))|

pro libovolra o € 2[a,b] a k€ N. Mame tedy

v(o)

Y L z)(o) = (L) (05 |—

b
var® (L z,) g/ d[vars A] |2x(s)| pro k€N.

Podle \&ty6.76je ovsem

b
lim [ d]var A] |z(s)| = 0,

k—o0 a

a tudz take

lim var) (L, — Lxz) = lim var’ (Lz) = 0.

k—oo k—o0

Podob@
lim |(Lw,,(a) — Lz(a))] = lim [(Lz)(a)| = hm

k—o0 k—oo k—o0

/ dAZk’
to

< klim [varg A} |zk(s)| = 0.
—00 to
Véta je dolazana. O
Nasleduici tvrzeri je disledkem @ty/8.7 a véty8.13

8.14 \eta. Necht A€ BV ([a,b],#(R")) a ty € [a,b]. Potom p&atetni Gloha

—/tdA:E:g(t) (8.16)

ma pro kadou funkcig € BV ([a, b], R") jedinéfeSen na [a, b] prave tehdy, kdy odpov-
dajici homogenndloha

t
—/ dAz =0 (8.17)
to

ma na [a, b] pouze trivalni feSen z =0.
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D ik az. Rovniced.16) je ekvivalentin s opeatorovou rovnit x— Lz = g, kde
Lx=d,x proxeBV(a,b],R"),
tj.
t
(Lz)(t) = / dAx pro x€BV([a,b],R") a te]a,b].
to

Podle \&ty/8.13je L linearri kompaktn opeiator naBV ([a, b], R™). K dokorteri dikazu
vety vywijeme \etu8.7. O
Predpokbdejme nyf Ze 7 € (o, b] a funkcex € G([a,b], R™) spliuje rovnost/§.14)

na intervaluty, 7). Zfejmé je z:(ty) = 2. Pomoé Hakeovy \éty (vta6.57, viz téz priklady
6.54a cviceri 6.55) snadno o&ime,Ze plat

z(t—) =27+ lim SdA:E+f(7‘—) — f(to)

S=T= Jio
=7+ [ dAz+ f(r) — f(to) — A" A(T) (1) — A™ f(7)
to
= [ = A7A(n)] a(r) — A f(7).
Ma-li tedy funkcex splhovat 8.14) také v bo 7, mud hodnotax(7) vyhovovat rovnici
I — AA(T)] () = z(r7—) + A f(7), (8.18)
kde I znai jednotkovou matici typun x n (viz Umluvy a oznéeri (xiv)). Odtud je
Zfejmé, Ze feSen pocateni tlohy (8.14) na intervalu(ty, 7) bude mdno jednoznénym
zplisobem prodIokit do bodur, jestlize bude platit
det [I — A7 A(7)] #0. (8.19)
Podobi jako Wse mizeme usouditze funkcex € G([a,b], R™) spliujici (8.14) na in-
tervalu (7, ty], kde 7 € [a, 1), splhuje B8.14) takée v bod® 7 tehdy a jen tehdy, kdyplat
[[+ATA(T)] (1) = 2(t+) — AT f(7), (8.20)
a k tomu stai, aby platilo

det [T+ AT A(T)] #0. (8.21)

(Rozmyslete si detaily!) Nizeme tedy éekavat,ze podninky (8.19 a (8.21) jsou pod-
statré pro existencieSen Ulohy (8.14).
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8.15 Lemma. Necht A e BV ([a, b], Z(R")) a to € [a,b]. Potomiloha(8.16) ma jedire
feSeri pro kazdou funkcig € BV ([a, b], R™) tehdy a jen tehdy, kdy

det [I — ATA(t)] #0 prokazce t € (to,b] (8.22)

det [I+ A*A(s)] #0 prokazce s € [a,t). (8.23)
(Zde (t()? b] = ®7 kdy\Z to= b7 a [CL, tO) = @, kdy2 lo= CL.)

D U k az. a) Pedpokhdejme,ze t, € [a,b), A sphuje 8.22) a 8.29 a x sphuje
(8.17) na[a,b]. Vzhledem k pozdmce8.3 je = FeSerim rovnice 8.1) na [a, b], pfiCent
x(tp) =0. Podle \ety 8.9 je x regulovaid na|a,b| a z drule rovnice v 8.1 plyne, ze
plaii ATx(ty) = At A(tg) x(to) =0, tj. x(to+)=0.

Ozn&me a(t) =var; A pro t € [ty,b]. Funkce« je neklesdgi na intervalufty,b].
Existuje tedy konéna limita a(ty+) a mizeme zvolitd € (0,b — to) tak, aby platilo
0<a(to+9) — a(te+) <1/2. Pro ka&dé t < [ty, to+0] odtud pomot vet6.25 al6.52
odvodme nerovnosti

t t
lz(t)| < / lz| da = AT al(ty) |z(t)] + li£n+/ |z| da
to T—to T

= lim /Tt lz|da < [a(tot+6) — alto+)] < sup |«75<t)’>

T—lo+ te[to,to+90]

<2 ( s ).

2 tE[tQ,t0+5]

Tudiz < sup |x(t)|> < 1 ( sup |x(t)|>. To je ale mdné pouze tehdy, kdyz =0
t€[to,to-+0] 2\ ielto,to+9]
na [to, to + o).

Polazme t* = sup{7 € (to,b]: =0 na [ty, 7]. ZFejmeé je x=0 na [to,t*), a tudz
také z(t*—) =0. Dale podle .19 mame0= [/ — A~ A(t*)] z(¢*). To je ale, vzhledem
k predpokladu'®.22), mazné pouze tehdy, kdyz(t*) = 0.

Predpokbdejme ze t* < b. Stejnou argumentagakou jsme na zzatku dikazu doka-
zali, Ze existujes € (0,b — to] takow, Ze z je nulowe nalty, to + ¢], ukazali bychom nyn
Ze existujen € (0,b — t*) takow, ze = se anuluje ndt*, t* + 7], coz je osem vzhledem
k definici t* nema@né, tudz mus byt ¢* =b. Dokazali jsmeze ka&deé feSen Glohy (8.17)
je nulove nalty,b].

Podob@ bychom pomdgredpokladu®.23) dokazali,ze je-li ¢y € (a, b], pak s&eSen
x Ulohy (8.17) anuluje tale nala, to].

Dokazali jsme,ze plat-li (8.22) a (8.239, ma Gloha B.17) pouze trivalni feSen na
la,b]. Podle \ety8.14ma tedy pro kddé g € BV([a,b]|, R™) Uloha B.16) jedinéfeSer na
[a, b].

b) FFredpokhdejme ze neplatnag. (8.22). Podle lemmat(8.8je
det [1 — AT A(t)] #0,
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pro tat € (a, b], pro kte@a plai

IATA(t)] <1/2.
Na druhou stranu, podleidledku4.S miize obacerd nerovnost

IATA(t)|>1/2
platit pro nejwse konéné mnoho bod ¢ € (o, b]. Matice I — A~ A(t) tedy neiregulrni
pro nejyySe kon€né mnoho bod ¢ € (¢, b].

MUzeme tedy zvolit* € (o, b] takow, ze

det [T — AA(t)] £0prot e (t,t*) a det [I — ATA(t")] =0.
Dale ze akladl linearn algebry je zamo,Ze potom existujel € R™ takow, ze

[ —A"A(t*)] c#d prokade ceR". (8.24)

Definujme

0 kdyz ¢+ t*,
g(t) = .
d kdyz t=t*.

Mameg € BV ([a,b],R™) a A~ g(t*) =d. Pledpokhdejmeze rovnice8.16) ma na[a, b]
feSeri z. Potom podle prvincasti dikazu musbyt x =0 na|a,t*), atedy tak z(¢t*—) =0.
Podle \ety 8.9 mud platit [I — A~A(t*)] z(t*) =d. To je ovsem ve sporu s tvrzém
(8.29). Uloha [8.16) tedy nendize nit feSeri.

Neplai-li (8.29, pak analogicky najdeme bad € [a, t;) a funkci g takow, ze bude

[I+ATA(t*)] ¢ # Atg(t*) prokade ceR™,

coz vede opt ke sporu s &tou8.C. O
8.16 Veta. Necht A € BV ([a,b], 2(R™)) a t € [a,b]. Potom p@atetni Gloha(8.14 ma
pro kazdou funkcif € BV([a,b],R") a kazdy vektor z € R" jediné feSen tehdy a jen

tehdy, kdy plaf (8.22) a (8.29).
Dlkaz. \Btaje disledkem lemmatf.15 kde poldime

g(t) =7+ f(t) = f(to) pro t&fa,b].
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8.5 Zobecréné Gronwallovo lemma a apriorni odhady re-
Sen

Dulezitou roli v teorii obyéejnych diferencalnich rovnic (nap. pfi dlikazu jednozn@nosti

feSeni pocatetni Ulohy nebo pi diikazech spojé ZvislostifeSeri na réktegch parame-

trech) hraje tvrzenkteré se nagva Gronwallovo lemma.ipomeaime sijeho zéri. Dtikaz

Ize najt ve vetSiné wtebnic obgejnych diferencalnich rovnic (viz nap. [24, Pomocia éta
4.3.1)).

8.17 Lemma(GRONWALL). Nechtfunkceu a p jsou spoji€ a neaporré nala, b], K> 0
a necht

u(t) < K+ /t (p(s)u(s)) ds pro t€la,b].

Potom

u(t) < K exp(/tp(s)ds) pro t € [a,b].

Pro ras bude podolindilezité zobeciri Gronwallova lemmatu naffpad, kdy se v
prisluSnych integalnich nerovnostech vyskytuje Stieltigsintegal.

8.18 \eta (ZOBECNENE GRONWALLOVO LEMMA). Nechtu:[a,b] — [0, 00) je ohrani-
ceranala,b|, h:la,b] —[0,00) je neklesdyi a zleva spoj& na (a,b], K >0, L>0 a
necht

u(t)SK—I—L/tudh pro t € [a,b]. (8.25)
Potom
u(t) < K exp (L[h(t) — h(a)]) pro t€a,b]. (8.26)

Dlkaz. Nechts >0 aw,.(t)=r exp (L [h(t) — h(a)]) prot e [a,b]. Potom

/at w,dh = ﬁ/at exp (L [h(s) — h(a)]) dh(s)
= /{/at <§: i—lr [h(s) — h(a)]k> dh(s) pro te]a,b].

k=0

R 2 : . oy
Protdze, jak ziamo,fada ~ o [h(t)—h(a)]* konverguije stejnoférmé nafa, b], mbizeme
k=0
prehodit pdad operat integrace a&tari. Powijeme-li nyri navc vetu6.31 (kde ovsem
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funkci h nahradme rozdlem h — h(a)), dostaneme

/atwndh— fii (i_]: /at [h(s) —h(a)}k> d[h(s)]

_we(t) =K
L

prot e [a,b]. To znamea, ze funkcew,, spkuje pro kdadé x>0 at € [a,b] nerovnost
t
we(t) > K+ L/ w,; dh. (8.27)

Bud danos>0 a poldme k=K +¢ av. = u — w,. Odeterim nerovnost(8.25 a
(8.27) zjistime, ze plat

t
ve(t) < —€+L/ vedh proteia,bl. (8.28)

Specalné v.(a) < — e < 0. Zbyvajici ¢ast dikazu bude Ppominat postup z lkazu lem-
matu8.15 Funkceu i w, jsou evident® ohranteré nafa, b] pro kazdé x > 0. Tudiz také
funkce v, je ohran€era naja, b]. Podle Hakeovy &ty/6.52(ii) mame

t

¢
/ v.dh =v.(a) ATh(a) + lim vedh

6—0+ a+é

< —e ATh(a) + [Joe]| [A(t) — hlat)] < [loe]l [A(t) = h(at)],

a tedy
t
ve(t) < —e+ L / v.dh < —e+ L|v||[(t) — h(a+)] pro t€la,b].

Zvolme 1> 0 tak, aby platilo L ||v.|| [A(t) — h(a+)] <e/2 pro t € [a,a+n]. Pak bude
ve <0 nafa,a+n]. Ozn&me t* = sup{r € [a,b]:v. <0 nala, |}

Vidime, ze je t* >a a v. <0 na [a,t*). Opétrym powitim Hakeovy ety 6.52 (i)
dostaneme z8(2¢)

o
ve(t") < —6+L/ vedh

=5
=—c+L <Ug(t*)A_h(t*) + lim Ve dh) < —e <0,

0—0+ J,
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t*—46
protaze A"h(t*)=0 a / ve dh <0 prokadé § > 0.
Kdyby bylo t* <b, zca)pakovali bychom fedctazejci postup a ukzali, ze existuje
0 € (0,b—t*) takowe,Zze v. <0 naintervalua, t* + 0], coz je ve sporu s definic*. Tudiz
t*=b, v. <0 naceémla,b] a

u(t) < wy(t) = K exp (L (h(t)—h(a))) +€ exp (L (h(t)—h(a)))
< K exp (L (h(t)—h(a))) + ¢ exp (L (h(b)—h(a))) prot € [a, b].
Protaze > 0 bylo libovolné, znamea to, Ze plat (8.26). O

8.19 Cvicen. Dokazte rasleduici variantu \ety8.1&
Necht u: [a,b] — [0,00) je ohrantera na [a,b], h:|a,b] —[0,00) je neklesdri a
zprava spojié nafa,b), K >0, L>0 a

u(t)§K+L/budh pro t € [a,b]. (8.29)
Potom
u(t) < K exp (L[h(b) — h(t)]) pro t€la,b]. (8.30)

8.20 Poziamka. Obecréjsi verze zobecéreho Gronwallova lemmatu jsou oldsmy v
monografich S. Schwabika48] (viz vétu 1.40) a J. Kurzweila?f] (viz kapitola 22).

V nasleduici vétt vywijeme zobecéré Gronwallovo lemma k odvozewullileziteho
odhadu prdesern tlohy (8.14).

8.21 \eta. Nechtty € [a,b] a A€ BV ([a,b], #(R")) spihuji podninky (8.22) a (8.23),
f€G([a,b],R™), 7€ R™ anechtx jeFeSen pocatetni tlohy(8.14) na [a, b]. Potom

var’ (z — f) < (var’ A) ||z|| < oo, (8.31)

ClA )= max{l, sup HI — A‘A(t)]_1| ,

et ] (8.32)
sup |[1 + ATA(t)] } < o0,

t€[a,to)

[2(t)| < cian) (1Z]+2]11]) exp (2cqaz var, A) prote [to,b], }

(8.33)
2(0)] < cagey (14 20171) exp (2ea var® A)  protefa.to].

Dl kaz. a) Prolibovola gleri o intervalu [a,b] mame

v(o)

S |eon) = F(03) = 2o + f(o3)]

j=1
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v(o)

(
< Z [(varg:  A)|lz]l] = (var} A) ||z]| < oo.

Odtud okarzité plyne,ze plat (8.317).

b) Prot € (to,b] takowe,Ze |A~A(t)| < 3 mame podle lemmai8.g

1
-1

Prot&ze mndina {¢ € [a,b]: |[A~A(t)| > 1} je podle disledku4.9 nejvySe konéna, plyne
odtud,ze

sup |[I — AA(t)] 7| <oo.

te(to,b]

Podobi@ bychom do&zali,ze je sup |[I + ATA(t)] | <oo. Plaf tedy 8.32).

t€la,to)

c) Nechtz spihuje 8.14). Polazme

sy JAD, kdyZ tefo ).
(8) = A(t=), kdyz te (t,b].

Ziejme A(t) — B(t) = A~ A(t) a

var, (B—A)=>_ |A"A(s)|<varj A pro te (to, ]

s € (to,b]
(viz diisledek2.30). Tudiz
A—BeBV([a,b],R") a var, B <2var A

Dale, AT B(tg) = AT A(to) a podle lemmat.39tedy doshvame
/t d[A— Blz = A~A(t)z(t) pro t€ (io,b].
t
Rovnice 8.14) se tedy na interval(t,, b | redukuje na
- ama@lal) =7+ [ dlB)e+ 70 - o
a odtud snadno (té&kdky tomu,ze jeca,) > 1) odvodme nerovnost

t
]x(t)]§K+L/ w[dh pro teto,b].

to
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kde K =c(auy (17| +2][f), L=cq) @ h(t) = var; B. Funkceh je neklesdfi na
[to,b]. Dale prot@e B je zleva spojid na(ty,b], je podle lemmati®.24 funkce h také
zleva spojif na (¢, b]. Podle zobec&reho Gronwallova lemmatf.18 doséivame tedy
kone&né prvri nerovnost vi8.33).

Dilkaz drule nerovnosti vi§.39 by se za pomoci varianty Gronwallovy nerovnosti z
cviCeni 8.19provedl| podoba. O

8.22 Cviceni. Za predpokladi véty8.21dokazte podrob@ nerovnosti

0< sup |[[+ATA®)] ™| <oo

tela,to)

[2(t)| < crane) (IZ]+ 21| f) exp (2c(ag,) var A) protefa,to].

8.6 Spojita zavislostresSeri na parametrech a existenceée-
Sen pro regulované pravé strany
Necht tg € [a,b] a A€BV([a,b], #(R™)) sphuji podrinky (8.22 a (8.23, 7 €R",

f €G([a,b],R™) a nechtz je feSen Ulohy (8.14) na [a,b]. Dale nechty je naa,b]
feSen pocatetni tlohy

mw—ﬂjldAyzmw—gwx (8.34)

kde g € G([a,b],R™) ay e R". Potom

(z(t) —y(t)) = (T - 7) +/t dA (z —y) + (f(t) — 9(t) — (f(to) — g(t0))
prot¢ € [a,b]. Podle \ety8.21tedy mame

Iz = yll < crare) exp (2can varg 4) (|7 =] +2||f - gll).

T PR

kde cia4) € (0,00) je definovano v 8.32). Vidime, Ze vajemra ,,vzdilenost feSeri po-
cateCnich tlloh (8.14) a (8.39) je pfimo Umérra tomu, jak jsou od sebe , \vaéna“ vstupn
data (tj. p@ateni hodnotyz, y a prawe stranyf, g) téchto rovnic. Podrolaji je tento jev
popsn v rasleduici vete.

8.23 \eta. Nechtty € [a,b] a A€ BV ([a,b], 2(R")) spihuji (8.22) a(8.29). Dale necht
fi [ €G([a,b],R™) az,z, € R" pro k € N. Pfedpokhdejmeze

lim || fi = £ =0 (8.35)
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lim 7, = 7. (8.36)

k—o0
Nechtpotatetni Glohy
t
2e(t) — e — / dAze = filt) — fulto) (8.37)
to

maji pro k€N FeSen z;, na intervalu [a,b]. Potom n& také Gloha (8.14) FeSer = na
intervalu [a, b] a plaf

Tp — x” =0. (8.38)

lim ‘
k—oo

DlOkaz. a) V dsledku B.35 a (8.36) existuje ky takowe, ze || fx|| <||f]|+1 a
|z,| < |z| 41 plati pro k> ky. Podle \etyl8.21plafi tedy prok > k, take

|ze]] <509 <00, kde s = craqy (m + 2|1l —|—3) exp (2 C(At0) var’ A)
nezvid na k. Podle €ze ety mame dile
var® (z, — fi) < syvart A < oo prok> k.
Nyni, podle Hellyovy \ety o whbéru (&ta2.49 existuj funkcey € BV ([a,b], R™) a ros-
toud posloupnost{k,} C N takow, ze k; > ky,

lylley < 2 max{sqvar, A, s+ +1}

Tim (2, (8) — fi, (1)) = y(t) pro t€ [a,b].
Vzhledem k pedpokladu @.35) to ovSem znamei, Ze pro kadeé ¢ € [a, b] existuje limita
a:(t):zélim xk,(t) Diky stejnongrré ohrangenosti posloupnostz,} a pomot Osgoo-
dovy ety (vetal6.76) tedy 2skame pro kddé ¢ € [a, b] rovnost

t t
lim / dAa:;W:/ dAz.
l—o0 to to

Tudiz limitnim pfechodem? — oo v rovnici (8.37) (a take s poditim predpokladi (8.35)
a (8.369) dosgejeme ke zpteri, ze x je feSerim Glohy (8.14) na[a, b].
b) Zopakujeme-li nynpro kazdé k € N Gvahu zUvodu tohoto odstavcefigenz v ni x
nahrad y, f;, nahrad g a 7, nahrad v, zjistime,ze pro kadé k € N plati
|z — x]| < K (|7 = 2|+ 2|/ = full),

kde K = c(au) exp (2cau var, A) <oo nezvid nak. Plaf tedy tale (8.39. O

Pazadavek existencesSeri rovnic (8.37) v pfedchoz vé® byl podstat. Existertni
véta8.16 kterou mame zaim k dispozici, se vztahuje pouze népmdy, kdy praa strana
f ma koné&nou variaci nda, b].

Nyni mlizeme konéné roZifit vétu8.16na obeck pfipad f € G([a, b], R™).
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8.24 \fta. Necht A € BV ([a,b], 2 (R")), to € [a,b] a plafi (8.22) a (8.29).
Potom pro kadou funkcif € G([a,b],R™) a kazdy vektorz € R" mé pata-tecni tloha
(8.1 jedinéfeSeni na [a, b].

DUkaz. a) Mame-li detesen z, y Glohy (8.14 naintervalula, b], bude jejich rozd na
la, b] TeSerim homogenhulohy (8.17), ktera ma ovsem podle lemmat@.15pouze trivalni
feSen. Musi tedy platitz =y nafa, b].

b) Pol&mez, =7z pro k€ N. Podle \ety/4.7 existuje posloupnosf f;} jednoduckch
skokovch funkd (tedy funké z BV ([a,b], R™)), kter& konverguje stejnorré nala,b]
k f. Podle \etyl8.16pro kazde k € N existuje jedi@feSen x; Ulohy (8.37) a podle &ty
8.23posloupnost ;. } konverguje stejnogrre kieSen tlohy (8.14). O

Ve zbyvajici Casti odstavce se omezme pro jednoduchostifmad ¢y = a, tj. vySetu-

jeme p&ateni tlohu

o) —F— /t dAz = f(t) - f(a) (8.39)

jako limitu Gloh

n(®)~Ti— [ QA= fult) - fula) (8.40)

kde tale jadra A, zavid na parametru € N. Tento fgipad je pogkud sl@itéjsSi nez ten,
ktery jsmeftesili ve vete8.23 Nejprve dolkzeme konvergeini vétu pro KS-integaly pro
situaci, ktea nen pokryta \&tami z kapitoly 6.

8.25 \eta. Necht f, fr € G([a,b],R"), A, A, € BV([a,b], 2(R")) pro k€ N. Pfedpo-
kladejmeze plat (8.35),

klim |Ax — A|| =0 (8.41)
a
o :=sup var’ A, < oo. (8.42)
keN
Potom

¢ t
lim | sup / dAkfk—/ dAf‘ =0.
k—oo t€la,b] a a

DlOkaz. Buddanoe > 0. Podle \ty4.7 miizeme zvolit funkciy : [a, b] — R™ takovou,
ze ka&da jej komponenta je jednoduéalskokowa funkce nda, b] a giitom ||f — ¢l <e.
Dale podle .35 a (8.41) mlizeme zvolitk, € N tak, aby sodasre platilo

Ifi—fll<e a ||[Ax— Al <e prok> k.
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Proda@t € [a,b] a k> ky mame podle &tl6.25a6.26

/:dAkfk—/atdAf\

/dAk(fk—so))+ /d[Ak—A}so\+ /dA(so—f)\
< (varg Ai) [[fi = #ll+2[[ Ak = Al [l [y + (varg A) o — <]

<o (Ife = FIl+11F = ll) + 2[4k = All lpllsv + (varg A) o = £
< (2(1* + 2 ||¢||lv —f-Val’Iz1 A) e=Ke,

<

kde K = (2a* + 2|j¢|lsv +Vvar, A) € (0,00) nezvid ani nak ani nat. Tim je éta
dokazana. O

Dale je feba dolazat rasleduici pomocre tvrzen.

8.26 Lemma.Predpokbdejmeze A, A, € BV ([a,b], #(R™)) pro k € N a,ze plat (8.22)
(kdety=a) a(8.4]).
Potom existujek, € N takow, ze pro kace k > kq plati

det [T — A7Au(t)] #0 pro t€(a,b] (8.43)
a
sup |[I — A~ A ()] 7] < 2¢a, (8.44)
te(ab]

kdecs = ca,0) € (0,00) je konstanta definovanw (8.32) pro ¢y = a.
DO kaz. Oky (8.4]) plat podle lemmati4.15 klim |A~ A, — A™A||=0. MlZeme tedy
zvolit kg € N tak, aby bylo

A= A(t) — A= A(t)] < 4i pro tefa,b] a k> ko. (8.45)

()
Nechtt € (a,b] a k > ko jsou dany. Snadno a&ime, Ze plat rovnost
I— A A(t) = [1 - A AQ)] [I - Tu(®)],
kde
To(t) = [I-A~A(1)] ™ (A Ak(t) - A~ A(1)).

Vzhledem k pedpokladul®.2?) je tudz maticel — A~ A, (t) regularn tehdy a jen tehdy,
kdyz je reguarn maticel — Ty (t).
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Podle 8.32) a (8.45 mame

ITo(t)] = [T-AA®)] | |A Au(t)— A‘A(t)\<i.

Lemma8.8tedy zaru“nuje ze maticel — T (t), atudz take I — A~ A, (t) jsou reguarn, a
ze plat |[1 — Ty (t } < 2. Odtud a z/8.32) plyne

[ — A A0 < |[T-T@®] | |[I - A~ A@)] | < 2¢a.
Dillkaz je dokogen. O
Nyni miizeme zformulovat a déizat hlavinvétu tohoto odstavce.

8.27 \Eta. Nechtty=a, A, A, €BV([a,b], 2(R™)), f, fr €G([a,b],R"), T, T}, € R"
pro k € N. Dale predpokbdejmeze plat (8.22), (8.35), (8.36), (8.41) a (8.42).

Potom existujek, € N takow, ze pro kade k >k, ma pocatecni Gloha (8.40) jediné
feSen xz;, na[a,b] a plati (8.39), kdex je feSeri tlohy (8.39).

D U kaz. Podle &ty8.242ma Gloha .39 jediné feSeri = na [a,b]. Dale podle lem-
matu8.26existujek, € N takow, ze 8.43) plati pro k£ > ky. Tudiz, vzhledem k @®8.24,
Uloha B.40) ma pro ka&dé k > k, jedinéfeSen z;, nala,b]. Polazme

wy = (zp — fr) — (x = f). (8.46)
Potom

t
wk(t):%mL/ dAkwk+hk(t)—hk(a) pro keN a tE[CL,b],

kde @, = (3 — fula)) — (F— f(a) a

:/ d[Ak—A](x—f)Jr(/ dAkfk—/ dAf). (8.47)
Dokazeme,ze
Jim [y | = 0. (8.48)

Podle 8.42), (8.49 a vetyl8.21je
lwi(8)] < 2ca (|wg] + ||hil]) exp (4caa®) pro tea,b], (8.49)
kde, podoba jako v lemmatiB.26 piSemec, misto ci4 . Stei tedy dokazat,ze

lim [ =0 @ lim ||| = 0. (8.50)
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Nejprve si posimréme,ze prvri vztah z 8.50 plyne okaniité z fedpokladi (8.35) a
(8.36). Dale podle ety 8.25je

lim sup
k=00 ¢ ¢ [a,b]

/atdAkfk—/atdAf‘ —0. (8.51)

Soltasre podle ety6.26 mame
t
| [ Al =A@ - ] <2014 = Alla = Flev pro t€fa,b].
Prot@e (x — f) e BV([a, b],R™) podle 8.31), plyne odtud iky (8.41), Ze plat také

/: d[ Ay, — A] (g:—f)( —0. (8.52)

lim sup
k—ooy ¢ [a,b]

Souhrnem, podle&(47) a (8.51)—(8.52) dostvame klim |he]] = 0. Plat tedy 8.50), a
vzhledem k8.49) tudiz také (8.49).
Podle 8.46) je z, — x = wy + (fx — f). Tvrzeri véty tudZ plyne z|8.35 a (8.49. O

8.7 Fundamentalni matice

Zobecrérim homogenith sysémi linearrich obytejnych diferencalnich rovnic je rov-
nice

z(t) — x(s) — /t dAz =0. (8.53)

Necht A € BV ([a,b], 2(R™)), t, € [a,b] a nechtplat (8.22) a (8.29. Potom podle &ty
8.16(kde f(t) = f(a) na[a,b]) ma rovnice B.53 pro kazde = € R™ prave jednoresen
x €BV([a,b],R™) na [a,b] takowk, ze z(ty) =z. Naopak, kdademu feSeri = rovnice
(8.59 mlzeme fifadit hodnotux(ty) € R™. Vzhledem k pozamkam/8.2 al8.11 je tento
vztah mezifeSerimi rovnice 8.59 a vektoroym prostoremR™ vzajemré jednoznany.
Snadno o&ime,Ze jsou-liz, y feSer rovnice B.53 nafa,b] aa,F€R™, pakax+ Gy
je také feSeri rovnice 8.59 na [a, b]. Nyni mlizeme tyto(vahy shrnout do a@sleduiciho
tvrzen.

8.28 \eta. Necht A€ BV ([a,b], 2(R")) a nechtplati (8.22) a (8.23. Potom mnaina
feSen rovnice(8.59 je linearni a tvd’i podprostorBV ([a, b], R™) dimenzen.

Nyni ukézeme ze i pro zobecére linearn diferencéalni rovnice existuje obdoba funda-
men&lni matice. Fundamealni matici pro zobecére linearri diferencalni rovnice defin-
ujeme rasleduicim zplisobem.
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8.29 Definice. Maticova funkceX : [a,b] — #(R") se nagvafundamerélni matice rov-
nice (8.53 na intervalula, b], jestlize sphuje rovnost

X(t):X(s)—i-/tdAX pro t,s € [a,b] (8.54)

a det X(t)#0 pro alespa jednot € [a, b].

8.30 Pozramka. Jestlze maticoa funkce X splhuje vztah8.54), pak snadno c¥ime,
ze pro libovolre c € R™ je funkcex(t) = X (t) ¢ feSerim rovnice 8.59).

8.31 Lemma. Nechit A € BV([a, 0], 2(R")), t, € [a,b] a neclitplati (8.22) a (8.23. Po-
tom pro k&dou maticiX € #(R") existuje pave jedna matico& funkce

Xy, €BV([a,b], 2(R™))

tako\a, ze plat

t
Xy, (1) = X+/ dAX, prote]a,b]. (8.55)
to
Dlkaz. Prok=1,2,...,n ozn&me k-ty sloupec maticeX jako ;. Mame tedy

I, €R" prok=1,2,...,n a X = (¥1,%s,...,%,). Podle \ety8.16 pak pro kade
ke{l,2,...,n} existuje pave jedna funkcer, € BV ([a,b], R™) vyhovuijici rovnosti

t
mk(t)—%k—/ dAz, =0 protela,b].
to

FunkceX,, (t) = (z1(t), z2(t), ..., z,(t)) (ti. maticovd funkce se sloupci; ) sphuje tedy
vztah B.55 a je u€ena jednozrie. O

8.32 Poziamka. Je-lity € [a,b], X € #(R") afunkceX,, je urtertlemmaten.31, pak
funkce X = X, zfejmeé sphuje vztah8.54). Je-li tedydet X # 0, pak je takto definovam
funkce X fundamenrélni matid rovnice 8.53).

Nyni, pro usnadén, porekud zefime n&e pedpoklady8.22) a (8.23. Budeme nyn
predpokbdat,ze plat

det [T — ATA(t)] #0 prokazde ¢ € (a,b]
(8.56)
det [T+ ATA(s)] #£0 prokazde s€ [a,b).

8.33 Lemma. Necht A € BV ([a,b], 2(R")) a nechtplati (8.56). Potom pro libovolnou
fundamerdlni matici X rovnice(8.53 je

det X (t)#0 prokazce ¢ € [a,b]. (8.57)
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DUkaz. NechtX je fundamerdlni matice rovnice®.53 nala, b] a necht(8.57) neplat.
Potom existujbody 7y, 71 € [a, b] takow, ze

det X(79) #0 a det X(m)=0.

Z drubké rovnosti plyneze sloupcer(m), z2(71), . .., x,(71) matice X (r;) jsou linearré
zaviske. Existuj tedy koeficientycy, o, ..., ¢, € R takow, ze

n

Dl >0 a ) ean(n) =0.

k=1 k=1
Polazme z(t) = > c,xx(t) pro t€[a,b]. Potomz je FeSerim rovnice 8.59 (viz po-
k=1
znamku8.30) az(m) = 0. Dosazeim s = 7; do (8.53 a odéterim takto dskaré rovnosti
od (8.59 zjistime,Ze x je feSenm pacatetni tlohy
t
() = / dAz protela,b]
T1

Vzhledem k pedpokladu 8.56) jsou podninky (8.22) a (8.239 splrény pro to=7, a
protaze stejnoullohu jako z spluje i identicky nuloa funkce, plyne z &ty 8.16 kde
poloZime to =7, Zex =0 naa, b]|. Specalné

2(10) = Y erax(m) =0,

coz ovsem, vzhledem kiedpokladim det X (7)#£0 a Z |cx|> 0, neri mozné.
O k=1
Pfipomaime nyn nékted ozn&en uzivara pro funkce dvou proémnych.
8.34 Ozn&en. Necht U: [a,b]x [a,b]— 2 (R™). Potom pro da@é 7€ [a,b] zna&i sym-
boly U(r,-), resp.U(-,7) funkce jed®@ pronénré
U(r,-):s€la,b] = U(r,s) resp.U(-,7):t€[a,b] = U(t, 7).
Podobm@

U(r,s+) = lim U(r,s+96), U(t,s—) = lim U(7,s — ),

0—0+ 6—0+

Ut+,7) = lim U(t+9,7), U(t=,7) = lim U(t = 0,7).

- d—0+

Nasleduici véta je disledkem lemméff.31a/8.33



STIELTIESUV INTEGRAL (KURZWEILOVA TEORIE) 249

8.35 \eta. Necht A e BV ([a, b], #(R™)) sphuje(8.56). Potom existuje @& jedna ma-
ticova funkceU : [a,b] x [a,b] — Z(R") tako, ze plat

Ult,s) = I—i—/t d[A(7)]U(r,s) prot,se]la,b]x[a,b]. (8.58)

Pro kazcé ¢ € [a,b] je funkceU(-,ty):t € [a,b] — U(t,ty) € R" fundamerdini matice
rovnice(8.53).

FunkceU ma navc tyto vlastnosti:
(i) U(-,s)€BV([a,b], #(R™)) pro kazcé s € [a, b],
(i) U(t, t)=1 prokazde t € [a,b],
(ii) det U(t,s)#0 pro vsechnat, s € [a, b].
Dlkaz. Prokade s < [a,b] existuje podle lemmat8.31 pravé jedna maticod funkce
X; €BV([a,b], #(R™)) takova, ze plat
X(t) = I+/t dAX, prote]a,b].

Definujme U(t, s) = X(t) pro t,s € [a,b]. Potom U spliuje 8.59 a U(t,t)=1 pro
t €la,b]. Vzhledem k pozamce8.32 odtud plyne,ze pro ka&dé ¢, € [a,b] je U(-,to)
fundamerélni matice rovnice®.59 na [a, b|. Konetne, podle lemmaté.33mame

det U(t,s)#0 provSechnat,s € [a,b].
0

8.36 \eta. Necht A € BV ([a,b], Z(R™)), to € [a,b], T € R", nechtplati (8.5€) a necht
maticowa funkceU je urena ¥tou8.35 Potomz : [a,b] — R" je feSer pocatetni tlohy

t
$(t)—§—/ dAz =0 (8.59)
to
na intervalu|a, b] tehdy a jen tehdy, kay
x(t)=U(t, to)T pro tela,bl. (8.60)

t
DUkaz. a) Dosane-li (8.60) do / d Az avywijeme-li (8.58), dostaneme

to

/tdA:c:/t d[A(1)]U(r,8)F = (U(t,to) — 1) T = a(t) — &

prot € [a, b], tj. funkce z definovad vztahem&.60) je FeSeni Ulohy (8.59).

b) Obracera implikace plyne z jednozBaostifeSen pocateni tlohy (8.59 (viz vétu
8.16). O
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8.37 Definice.Necht A€ BV ([a,b], 2(R")) a nechtplati (8.56). Potom maticovou fun-
kci U urcenou etou8.35naz/vameCauchyova maticeovnice 8.53).

8.38 Diisledek. Necht A € BV ([a,b], 2(R")), to € [a,b] a X € #(R"). Dale, fredpo-
kladejme ze plat (8.56) a nechitU je Cauchyova matice rovniq®.53. Potom matico&
funkce X : [a,b] — #(R™) splhuje rovnost
t
X(t):X+/ dAX (8.61)

pro t € [a, b] tehdy a jen tehdy, kdy

X(t)=U(t,tg) X pro tela,b]. (8.62)
D & kaz. Prokady sloupecz;, k=1,2,...,n, maticoe funkce X plafi podle \Bty
3.30

zr(t)=U(t,to) T pro tela,bl,
kde %, jsou sloupce matic&l. Odtud tvrzeiokantité plyne. O

8.39 \eta. Necht A€ BV ([a,b], 2(R")), nechtplati (8.5¢) a nechit U je Cauchyova
matice rovnic€8.53). Potom vztahy

Ut,r)U(r,s) =U(t,s), (8.63)
(Ut,r) ' =U(rt) (8.64)
plati pro libovolnou trojici bodl ¢, s, r z intervalu[a, b].

Dl kaz. a)Prolibovolat,s,r € [a,b] mame podlel§.59

U(t,s):1+/ d[A(7)]U(,s)

—I+/ d[A(T)]|U(r, 3)+/ d[A(7)|U(7,s)

—Ur,s)+ /d r5).

Podle disledku8.38tedy plat (8.63).

b) Specalné jestlze t = s, pak podle ety 8.35 dosavame U (t,r) U(r,t) =1 pro kazdée
r € [a,b]. Vzhledem k &te8.35(iii) tedy plat (8.64). O

8.40 Pozramka. Je-li U Cauchyova matice pr@(53, pak podle ety8.39plaf
U(t,s) =Ul(t,a)U(a,s) = U(t,a) (U(s,a))™" prot,scla,b.

Ozn&ime-li tedy X (t) = U(t,a), bude platitU(t,s) = X (t) (X(s))"! prot,sela,b].
Pfipomeaime,ze X je fundamerdlni matice rovnice.53).
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Ve zhyvaijici Casti tohoto odstavce uvedematerékolik dakich vlastnostCauchyovy
matice rovnice$.59).

8.41 \eta. Necht A€ BV ([a,b],.Z(R™)), nechtplati (8.56) a necht U je Cauchyova
matice rovnicg8.53. Potom existujel € (0, co) takow, ze plat

\U(t,s)|+var? U(-,s)+var® U(t,-) < M pro t,scla,b]. (8.65)

Dukaz. a) Prok=1,2,...,n ozn&me symbolene, k-ty sloupec jednotko¥ matice
I. Potom|e,| =1 pro kadé k=1,2,...,n. Podle \ety8.21mame

lug(t, s)| < My:=c4 exp (2cavar, A) <ooprot,s€la,b] a k=1,2,...,n
kde dky predpokladu/®.56) miizeme poldit

Cai= max{l, sup HI— A‘A(t)]_l}, sup ‘ [T+ ATA(t)] 1| }

te(a,b] t€la,b)
Tudiz

\U(t,s)| = JJmax lug(t,s)] < M; pro t,sé€la,b]. (8.66)

77777

b) Nechtty, s, s € [a,b] at, <t,. Potom

Jug(, )| < M var A.

\ug(te, s) — uk(ts, s)| =

t1

Pro libovolré s € [a,b], k=1,2,...,n alibovolré celeri o intervalu[a,b] tedy nma-
me

v(o)
V(ug(-,s),0) < M, Zvar A= Mvart A=: M, < ,
a proto
var’ U(-,s) < Jnax var® ug(-,s) < M, pro s€[a,bl. (8.67)

c) Necht sy, s, € [a,b] @ s; < s,. Potom pro kddeé ¢ € [a,b] mame

k(t, s2) — ug(t, s1)

/d | ug (7, s2) /d | ug (7, s1) /d ) uk(T, s1)

/ d[A(7T) Jug(T, s1) / d[A uk T, 82) — uk(T, $1)).
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Funkcex(t) = ug(t, s2) — ux(t, s1) je tedy naja, b] FeSerim pocateni tlohy

ED) t
x(t) = —/ d[A(7T) Jug(T, 31)+/ dAzx.
Podle \ety8.36pro kazde t € [a,b] ak=1,2,...,n plaf
wtos2) —uslt, 1) = Ut s2) ([ dlA) Jun(rs)).

S1

Tudiz |uk(t, s2) — wg(t, s1)| < Mpvar? A prok=1,2,...,n atea,b].

Pro libovolré t € [a, b], k=1,2,...,n alibovolré céler o intervalu[a,b] plat
v(o)
V (ug(t, - <M22var"ﬂ A= M?*var® A=: Ms < oo,
a proto
var’ U(t,-) < Jnax var® ug(t,-) < Ms pro t€fa,b]. (8.68)
d) Podle B.65—(8.67) tvrzen véty plai pro M = M; + M, + Ms;. O

8.42 \fta. Necht A€ BV ([a,b], Z(R™)), nechtplati (8.56) a necht U je Cauchyova
matice rovnicg8.53). Potom plat

U(t+,s) = [I+ATA()] U(t,s)  pro t€fa,b), s€la,b], )
Ult—,s) = [] ATA(t ] Ult, s) pro t € (a,b], s €|a,b],
-1 (8.69)
Ut,s+) =U(t,s) [I+ATA(s)]  pro t€[a,b], s€(a,b),
U(t,s—) = U(t,s) [I — AT A(s)] " pro tela,b], s€(a,b]. |

DUkaz. Nejprve si§imnétme,ze podle pedchoz véty maj funkce U(-,s) a U(t, )
kone&né variace nda, b| pro libovolra t, s € [a, b]. VSechny jednostra@limity objevujci
se ve vztaich (8.69 tedy maj smysl.

a) Prvri dva vztahy odvoiine, jestlze do vztali (8.13) z lemmatiB8.15dosadme postupé
za x sloupce matico® funkceU.

b) Nechts e [a,b) ad € (0,b— s). Potom podlel§.58 mame

t

U(t,s+5)—U(t,s):/ d[A(T)]U(T,s+5)—/ d[A(7)|U(,s)

s+0

_ / d[A(T) (U(r, s +3) — Ulr,s)) — / T AAM U )

s+6
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pro kazdé t € [a, b]. Maticova funkceY (t) =U(t, s+ 9) — U(t, s) tedy sphuje rovnost
. t
Y(t)=Y + d[A(7)]Y(r) pro t€]la,b],
s+6
kde

V= / " A U ).
Podle disledku8.38tudiz mame

Ut,s+0)—U(t,s) =Y () =U(t,s+0)Y
=-U(t,s+9) /:Hs d[A(T)|U(,s)

pro t € [a,b]. Limitnim pfechodemd — 0+ pfi pouziti Hakeovy \ety6.52 odtud dosta-
neme

U(t,s+) —Ul(t,s) = =Ul(t,s+) ATA(s)U(s,s) = —U(t, s+) AT A(s)

neboli U(t,s) = U(t, s+) [I + AT A(s)]. Odtud okanzité plyne platnostetho vztahu z
(8.69. Zbyvaijici rovnost bychom dokzali analogicky. O

Pro funkce dvou prognnych je ma@no definovat pojem variaceghkolika mtiznymi
zplisoby. Pro as je zajimava definice Vitaliova.

8.43 Definice.Necht F':[a,b] x [a,b] — 2(R"). Pro daa céleri o, p intervalu [a, b],
j=12...,v(o)ak=1,2,...,v(p) polozme
Aji(F,o,p) = F(oj, pr)—F(0j-1, pr) = F (0, pr—1)+F (01, pr—1)-

Potom vel€ina

v(o) v(p)

v(F)=sup Y > |Aj(F,0,p)

a,pE@[a,b] j=1 k=1
se nayva Vitaliova variacefunkce F' na intervalua, b] x [a, b].

8.44 \fta. Necht A€ BV ([a,b],.#(R™)), nechtplati (8.56) a necht U je Cauchyova
matice rovnicg8.53. Potomu(U) < co.

Ddkaz. Mjme d libovolra cgleri o, p intervalu [a, b]. Podle \éty8.39 (viz t&z
pozramku8.40) je

U(t,s)=U(t,a)U(a,s) prot,scela,bl.



254 ZOBECNENE LINEARNI DIFERENCIALN] ROVNICE

Prolibovolra j=1,2,...,v(o) ak=1,2,...,v(p) tedy mame

v(o) v(p)
> AU o, p)
71=1 k=1
V(@) v(p)
- [U(e5,0) = Uo;1,0)] [Ula, i) = Ul i) |
j=1 k=1
<var® U(-,a) var® Ula,-)| < M?,

kde M < oo bylo ur€eno ve e 8.41. O

8.8 Nehomogenmrovnice

Vratme se nynk nehomogeninpocatetni Gloze

o(t) -7 — /tt dAz = f(t) — f(to). (8.14)

Budeme pedpokbdat,ze A € BV ([a,b], #(R")) sphuje B8.56). Pro libovolra 7 ¢ R a
f€G([a,b],R™) existuje podle &ty 8.24 jediné feSeri x pocateni Ulohy (8.14) a toto
feSen je regulovag nala, b].

Nasleduici véta ukazujeze totofeSen je mazno vyjadit ve tvaru gipominajicim for-
muli variace konstantnamou z teorie ob§ejnych diferencalnich rovnic.

8.45 \eta. Nechtt, € [a,b], A€BV([a,b], #(R™)) splhuje(8.56) a nechtU je Cauchy-
ova matice rovnic€8.53. Potomuloha (8.14 ma pro kazda 7 € R™ a f € G([a,b],R")
jedinéfeSen x na [a,b]. TotofeSen je dano formul

2(t) = Ut to) T+ f(t) — f(to) — / di[U(t, )] (f(s) = f(to)) } (8.70)

pro t € [a,b].

Je Zejmeé, Ze pro podroby diikaz je nut@ néco \edét o integalnich opeatorech typu

t
w0l bLRY) = ylt) = [ AlK(Es)]a(s), (8.71)
to
kde funkceK ma stejré vlastnosti jako Cauchyova mati€eprislusré homogenirovnice
a symbol ¢ nazn&uje, Ze integrujeme funkce prognre s, zafmco ¢ je zde parametr.
Vzhledem k vlastnostem funkdé popsagm v pfed&lém odstavci je vidt, Ze pro kadou
funkci x € G([a,b],R™) je jeji obrazy = # = dolfe definoan na cedm intervalu|a, b].
(Jde \zdy o integraci funkce regulovarvzhledem k funkci s korimou variat) Bohuzel,
vlastnosti opeatorll tvaru 8.71) nejsou & tak na prvin pohled Zejmé. Navc, abychom
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dokazali,ze funkcex je feSerim Ulohy (8.14), poffebujeme urét zan@énit pdad integrace
ve dvojrem integalu

[ e ([ e - rw)

tak, aby bylo mé@no vywit vztah 8.59 definujci funkci U. K tomu je nutré mit k dis-
pozici apaat uma@nuijici zackazen s dvojrymi integraly. Ten se opa teZ o pojem variace
funkd dvou pronénrych zavedef v definici8.43 Toto VSe se v pdebrém rozsahu zido
tohoto textu nevejde. Nebudeme zde tedy poit podrob@ dikazy a jenom se pokime
aspa priblizit jejich hlavii mySlenky. \etSinou nemobfizné doplnit vynecha@ detaily na
zaklack znalosti postupz predelych kapitol. Podrobnostikajici se variace funkicdvou
proménnych a integalnich opeatotti urcerych takowmito funkcemi Ize ndj zejména v
kapitole Il monografie/12] a v odstavci 1.6 a kapitole Il monografi&d]. Formule vari-
ace konstant prgf € BV([a,b],R") je dokazana v B8§, 111.2] nebo v [48, Theorem 6.17],
zafimco v [62, Proposition 4.4.3] je ddkzana prof regulovanou.

Omeime se nynna @ipadt, = a, tj. hledamefeSeri Glohy (8.39). Dlkaz je rozélen
nactyfi kroky:

Nejprve definujeme

U(t,s) kdyz a<s<t<b,
K(t,s) =

Ziejme je
var® K(t,-)<var. U(t,-) a vat K(-,s)<var’U(-,s) pro libovolra ¢, s ¢c [a,b].

Lze talé dokazat,ze je v(K) < oo (viz [58, Lemma 111.2.7]). Existuje tedy konstanta
» € (0,00) takowa, ze

v(K)+var? K(t,-)+var® K(-,s) <x<oo prot,secla,bl.
Dale pro kadé = € G([a,b],R™) je funkce
b
y:telab] H/ dy[K (¢, 5)] 2(s) (8.72)
dolkfe definovna nala, b], pficent

/d (t,s)] /d (t,s)]z(s) prokade tea,b] a celt,b.

Podle B8, Theorem 1.6.18] je vdry < v(K) ||z|| < oo.



256 ZOBECNENE LINEARNI DIFERENCIALN] ROVNICE

Druhy krok spdiva v dikazu,ze plat
b
y(t+) :/ ds [K(t+,s)]z(s) kdyz t€la,b), (8.73)

b
y(t—) :/ ds [K(t—,s)]z(s) kdyz t € (a,b]. (8.74)
Podle B8, Lemma 1.6.14] majvSechny funkce
K(t+,-) a K(s—,-), t€]a,b), s€(a,b],
kon&nou variaci nda, b], a tudz jsou integaly na praych strafch v 8.73) dolie defi-

novany. Protde z je na[a,b]| stejnonérra limita jednoducfich skokoych funkd, stéi
dokazat,ze rovnosti8.73 plafi pro kazdou funkci typu

Xlasls Xirp]s T €a,b]. (8.75)

Je-li nagiklad = = x, -, kde 7 € [a, b], pak pro kadé ¢ € [a,b] dostaneme (vizd,2€))
y(t)=K(t,7+) — K(t,a), atudz

y(t+) = K(t+,7+) — K(t+,a) kdyz t € [a,b)

y(t—) = K(t—,7+) — K(t—,a) kdyz t € (a,b].

Na druhou stranu, ame

b
/ A, [K (14 ) Xjur) = K (t4,74) — K(t+,a)  kdy2 t€ [a,b)

b
/ A, [K (1=, )] Xpur) = K(1—,7+) — K(t—a) kdyZ t€ (a,b],

tj. plati (8.73 pro == x|, Podob®@ bychom o®ili platnost rela¢ (8.739 pro funkce
tvaru x = xj,], 7 € |a, b], atedy i pro kadou funkciz € G([a, b],R").

Vidime tedy,ze funkcex(t) definovad formui (8.70 je regulovad na [a,b] pro
kazdou funkci f € G([a,b],R™) a kazdy vektor z € R".

Tretim krokem je dikaz,Ze za néich gredpokladi je pro k&de ¢ € [a,b] a kazdou
funkci f € G([a,b],R™) pravdiva relace Fubiniova typu

/atd[A(T)] (/t d. [K (7, 5)] (f(s)—f(a)))
:/atds U d[A(T)}K(T,S)] (f(s) = f(a)).

t
a
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V diikazu tohoto kroku se @b vywZije stejnon@rra aproximace regulovaoh funkd jed-
noduclymi skokowmi funkcemi, vzorce z pkladl 6.22 a konvergetini vlastnosti KS-
integralu. Navc je ovsem nutno taé polEit vlastnosti opeatorll tvaru

b
fGG@WLWUH/K%£NU®H

Na zAver dosatme 8.70), tj.

w(t) = U(t,a) 2+ f(t) — f(a) —/ d[K(t,s)] (f(s) — f(a)),

do mtegalu/dAx a, vzhledem k definici funkcé&’, dostaneme

[ aae= [ damiveais [ 446106 - fw)
1Ad T(AEHWaﬂU@—ﬂ@Q
~N7+ [ A (76) - f)

_ZfﬂAhn<[f%UQﬂQHﬂ$—fw»)

/ {/d K(rs)] (1)~ fla)

x+/d | (£(s)— f(a))
_ld{LdmwmmwﬂU@—ﬂm
_/m{/%m@mmeU@—ﬂw

x—i—/ d[A(s)](f(s) — f(a))
i/dM@ﬂU()fm»—ldJUﬁﬁ—JHﬂ@—fW»

/d (t.9)] (F(s) — f(a)
— a(t)—F— £(1)
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Funkcez je tedyfeSen Glohy (8.39 na[a, b]. Timto je dikaz \Bty'8.45dokorten.
Jestlze je funkce A spojita zleva na intervalya,b] a to=a, pak je m@no vzorec
(8.70) poreékud zjednodsit, definujeme-liX (t) =U(t,a) prot € [a,b] a

Ula,s+), kdyz a<s<b,
y(s) = JVlest) kdyzass (8.76)
U(a,b), kdyz s=b.

8.46 Dlsledek. Nechtty=a a A€BV([a,b], 2(R")) je zleva spoji na (a,b] a plat
det[I +ATA(t)] #0 pro t € [a,b). NechtU je Cauchyova matice rovni¢€.53),

X(t)=U(t,a) protela,b]

a Y je definovaa predpisem(8.76).
Potom rovnice(8.39 ma pro kazde = € R™ a kazdou funkcif € G([a,b],R™) zleva
spojitou na(a, b| jedinéfeSen x na [a, b]. TotofeSen je dano formul

2(t) = X(1) T +X (1) (/tYdf> pro t € [a, b). (8.77)

a

Dlkaz. NechtzreR" anechitf € G([a,b],R") je zleva spojid na(a,b]. Podle ety
8.45ma rovnice B.39) jedinéfeSert = na[a, b]. Formuli (8.70) mlizeme [epsat ve tvaru

o) = X(0F + (716~ @) = X(0) ( [ dX16)) () - £(@)).
kde X ~1(s)=U(a, s) pro s € [a,b]. Vzhledem k definici®.76) mame
X Hs)=Y(s)—ATX!(s) pro s€a,b).

Podle lemmatif.44je tedy pro kdadé ¢ € [a, b]
[ a1 (76) - f1a)
= [AY ) () - Fl@) = 27X 0) (£(0) - F(@)

a

Protaze f je zleva spojid na(a,b] a Y je zprava spoji nala,b), integraé¢ per-partes
(véta6.4€) dostaneme pro Kale t € [a, b]

ot) = X7+ (£(0) - 5(@) X0 [ dX )] (F6) - fla))
= X()7 - (50~ 1(@) +X() [ Y

a

+X(O)ATXTH) (f() = f(a) = X(O) Y (1) (F(t) = f(a)).
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Konetné, prot@e pro kade t € [a, b|

X ATX ) (f(t) = fla)) = XY () (f(t) - f(a))
= X(1) (X7L(t+) — X 1) (f()—f(a)) — X (&) X L(t+) (f(t)—f(a))
=—(f(t) = f(a)),

dost&ivame konéneé (8.77). O

Diky vét[8.45 resp. jejmu disledku8.46je jiz mazné slspechem vgetovat nasi-
klad okrajoe Ulohy, ve kteych se hled funkce, kted sphuje na intervalua, b| rovnici
(8.59 a navc i néjake dodaténé podninky, nagiklad dvoubodo@ podninky

M x(a)+ N z(b) = 0,

kde M, N € #(R"™). To je ale & jiny pfibéh, ktef se do tohoto textu, stegnjakofada
daBich ttemat, jako jsou souvislosti s funkciaimé-diferencalnimi rovnicemi, dynamic-
kymi sysemy na tzv€asoych Skalach time scaley aplikace nailohy s impulsy a d&i,
uz opravdu nevejde. Jako d@giovou literaturu k éto kapitole Ize dopoiiit nagiklad
monografielld], [29], [48], [62] neboClanky [1], [8], [41]], [54], [55].
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