
Kapitola 7

Aplikace Stieltjesova integŕalu
ve funkcionálnı́ analýze

V této kapitole nejprve uḱažeme, jak se Stieltjesovy integrály uplatńı při repre-
zentaci spojit́ych linéarńıch funkciońalů na ňekteŕych prostorech funkćı. Nejprve
připoměnme ňekolik základńıch pojm̊u.

7.1 Několik základnı́ch pojmů z funkcionálnı́ analý-
zy

(i) Necht’ X a Y jsou linéarńı (vektorov́e) prostory. Zobrazenı́

β : (x, y)∈X×Y→ β(x, y)∈R

se naźyvábilineárńı, jestliže plat́ı

β(x1 + x2, y) = β(x1, y) + β(x2, y) pro v̌sechnax1, x2 ∈X, y ∈Y,

β(λx, y) = λβ(x, y) pro v̌sechnax∈X, y ∈Y, λ∈R,

β(x, y1 + y2) = β(x, y1) + β(x, y2) pro v̌sechnax∈X, y1, y2 ∈Y,

β(x, λ y) = λβ(x, y) pro v̌sechnax∈X, y ∈Y, λ∈R.

(ii) ProstoryX, Y tvořı́ duálńı pár vzhledem k bilinéarńımu zobrazeńı β, jestliže
plat́ı

β(x, y) = 0 pro v̌sechnax∈X =⇒ y = 0,

β(x, y) = 0 pro v̌sechnay ∈X =⇒ x = 0.

(iii) Lineárńım zobrazeńım lineárńıho prostoruX do R řı́káme lineárńı funk-
cionály na X. Pro libovolńe linéarńı funkciońaly Φ, Ψ na X, λ∈R a x∈X
definujeme

(Φ + Ψ)(x) = Φ(x) + Ψ(x) a (λ Φ)(x) = λ Φ(x).
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Množina linéarńıch funkciońalů na prostoruX je žrejmě vzhledem k takto za-
vedeńym operaćım taḱe linéarńı prostor. (Nulov́ym prvkem mnǒziny lineárńıch
funkciońalů na prostoruX je p̌rirozeňe funkciońal 0 : x∈X→ 0∈R.)

(iv) Je-li X Banach̊uv prostor s normoux∈X→‖x‖X , pak linéarńı funkciońal
Φ naX je spojit́y (vzhledem k topologii indukovańe normou‖ · ‖X) právě tehdy,
když je ohranǐceńy, tj. existuječ́ıslo K ∈ [0,∞) takov́e,že |Φ(x)| ≤K ‖x‖X plat́ı
pro kǎzdé x∈X (viz [16, IV.1.2]). Prostor spojit́ych linéarńıch funkciońalů na
Banachov̌e prostoruX znǎćıme X∗ a naźyvámeduálńı (nebo t́ež adjungovańy
prostor) k X. P̌redpisemΦ∈X∗→‖Φ‖X∗ = sup {|Φ(x)| : x∈X, ‖x‖X ≤ 1} je
přirozeňe definov́ana norma naX∗ aX∗ je vzhledem k t́eto norm̌e taḱe Banach̊uv
prostor (viz [16, IV.2.1]). Pov̌simňeme si t́ež, že zobrazeńı

x∈X, Φ∈X∗ → Φ(x)∈R (7.1)

je bilineárńı.

Významnou roli v teorii spojit́ych linéarńıch opeŕator̊u hraje v̌eta Hahnova-
Banachova, kterou zde (společně s jedńım jej́ım užitečným důsledkem) p̌ripome-
neme v obecnosti postačuj́ıćı pro nǎseúčely. Důkazy lze naj́ıt ve věťsině ǔcebnic
funkciońalńı anaĺyzy, viz nap̌rı́klad [16, IV.1.3].
7.1 Věta (HAHN-BANACH). Necht’ X je Banach̊uv prostor aY⊂X je jeho
podprostor. Potom pro kǎzd́y spojit́y lineárńı funkciońal Φ na Y existuje spojit́y
lineárńı funkciońal Φ̃ na X takov́y, že

Φ̃(y) = Φ(y) pro y ∈Y a ‖Φ̃‖X∗ = ‖Φ‖Y∗ . (7.2)

7.2 Věta. Necht’ X je Banach̊uv prostor aY⊂X je jeho uzav̌rený podprostor.
Potom pro kǎzd́y prvek z ∈X \Y existuje spojit́y lineárńı funkciońal Φ na X
takov́y, že

‖Φ‖X∗ = 1, Φ(y) = 0 pro y ∈Y a Φ(z) = dist(Y, z),

kdedist(Y, z) znǎćı vzd́alenost prvkuz od mnǒzinyY, tj.

dist(Y, z) = inf{‖y − z‖X : y ∈Y}.
Pomoćı věty7.2snadno doḱažeme ńasleduj́ıćı tvrzeńı.

7.3 Důsledek. Je-li X Banach̊uv prostor aX∗ jeho dúalńı prostor, pakX,X∗ je
duálńı pár vzhledem k bilinéarńımu zobrazeńı (7.1).
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D ů k a z . a) Je-liΦ(x) = 0 pro kǎzdé x∈X, znameńa to, že Φ je nulov́y
funkciońal, tj. Φ = 0∈X∗.
b) Podle v̌ety 7.2 pro libovolńe x 6= 0 existuje funkciońal Φ∈X∗ takov́y, že
‖Φ‖X∗ = 1 a Φ(x) = ‖x‖. (PolǒźımeY= {0}.) Nemůže se tedy stát, že by bylo
soǔcasňe Φ(x) = 0 pro kǎzdé Φ∈X∗ a x 6= 0. 2

7.2 Spojité lineárnı́ funkcionály na prostoru spoji-
tých
funkcı́

Mezi významńe výsledky funkciońalńı anaĺyzy paťrı́ reprezentace spojitých li-
néarńıch funkciońalů na ňekteŕych často poǔźıvańych prostorech funkćı. Spe-
ciálně v p̌rı́paďe prostoruC[a, b ] funkćı spojitých na [a, b ] se dob̌re uplatńı kla-
sický (δ)RS-integŕal.

7.4 Věta (RIESZ). Φ je spojit́y lineárńı funkciońal na C[a, b ] (Φ∈ (C[a, b ])∗)
právě tehdy, kdy̌z existuje funkcep∈BV[a, b ] takov́a, žep (a) = 0 a

Φ(x) = (δ)

∫ b

a

x dp pro kǎzdou funkcix∈C[a, b ]. (7.3)

Potom taḱe plat́ı ‖Φ‖X∗ = varba p.

D ů k a z . a) Necht’ x∈C[a, b ] a p∈BV[a, b ]. Potom podle v̌ety 5.54exis-

tuje integŕal (δ)

∫ b

a

x dp a podle lemmatu5.10plat́ı
∣∣∣(δ)

∫ b

a

x dp
∣∣∣≤

(
varba p

) ‖x‖.
Zobrazeńı

Φp : x∈C[a, b ] → (δ)

∫ b

a

x dp∈R

je tedy ohranǐceńy (tj. spojitý) lineárńı funkciońal naC[a, b ], přičem̌z

‖Φp‖(C[a,b ])∗ ≤ varba p. (7.4)

b) Bud’ dán libovolńy spojitý lineárńı funkciońal Φ naC[a, b ].

Necht’ M[a, b ] znǎćı mnǒzinu v̌sech funkćı ohranǐceńych na[a, b ]. M[a, b ] je
zřejmě Banach̊uv prostor vzhledem k operacı́m a norm̌e definovańym stejňe jako
v C[a, b ]. Dále je žrejmé, žeC[a, b ] je uzav̌reńy podprostorM[a, b ].
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Ve zb́yvaj́ıćı části tohoto d̊ukazu budeme značit X=M[a, b ] a Y=C[a, b ].

Podle v̌ety 7.1 můžeme funkciońal Φ rožśıřit na ceĺy prostorX, tj. existuje
funkciońal Φ̃∈X∗ takov́y, že plat́ı (7.2). Polǒzme

p (a) = 0 a p (t) = Φ̃(χ[a,t]) pro t∈ (a, b ]. (7.5)

Dokážeme,že p∈BV[a, b ]. Bud’ dáno ďeleńı σ ∈D [a, b ]. Polǒzme m = ν(σ).
Potom

V (p, σ) =
m∑

j=1

|p (σj)− p (σj−1)| =
m∑

j=1

αj [p (σj)− p (σj−1)],

kde αj = sign[p (σj) − p (σj−1)] pro j = 1, 2, . . . , m. Vzhledem k definici (7.5)
tedy dost́aváme

V (p, σ) = α1 Φ̃(χ[a,σ1]) +
m∑

j=2

αj

[
Φ̃(χ[a,σj ])− Φ̃(χ[a,σj−1])

]

= α1 Φ̃(χ[a,σ1]) +
m∑

j=2

αj Φ̃(χ(σj−1,σj ])

= Φ̃
(
α1 χ[a,σ1] +

m∑
j=2

αj χ(σj−1,σj ]

)
= Φ̃(h),

kdeh(t) = α1 χ[a,σ1](t)+
m∑

j=2

αj χ(σj−1,σj ](t) pro t∈ [a, b ]. Zřejmě ‖h‖= 1, a tedy

V (p,σ)≤‖Φ̃‖X∗ = ‖Φ‖Y∗ pro kǎzdé σ ∈D [a, b ]. To ov̌sem znameńa, že

varba p ≤ ‖Φ‖Y∗ . (7.6)

Zbývá doḱazat,̌ze plat́ı (7.3) neboliΦ = Φp. Bud’ te d́any libovolńa x∈X a ε> 0.
Protǒze funkcex je stejnom̌erňe spojit́a na[a, b ], existujeδ > 0 takov́e, že plat́ı

(
t, s∈ [a, b ] a |t− s| < δ

)
=⇒ |x(t)− x(s)| < ε.

Necht’ σ ∈D [a, b ] je libovolné ďeleńı takov́e, že |σ|<δ. Polǒzmem = ν(σ).

xσ(t) =

{
x(σ1) když t = a,

x(σj) když t∈ (σj−1, σj] a j ∈{2, 3, . . . ,m}.
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Snadno ov̌ěrı́me,že |x(t)− xσ(t)|<ε pro kǎzdé t∈ [a, b ] neboli ‖x− xσ‖≤ ε.
Dále

xσ(t) = x(σ1) χ[a](t) +
m∑

j=1

x(σj) χ(σj−1,σj ](t) pro t∈ [a, b ].

Odtud, vzhledem k definici (7.5), dostaneme

Φ̃(xσ) = x(σ1) Φ̃(χ[a,σ1]) +
m∑

j=2

x(σj)
[
Φ̃(χ[a,σj ])− Φ̃(χ[a,σj−1])

]

= x(σ1)
[
p (σ1)− p (a)

]
+

m∑
j=2

x(σj)
[
p (σj)− p (σj−1)

]

=
m∑

j=1

x(σj)
[
p (σj)− p (σj−1)

]
= Sx∆p(σ, ξσ),

kde ξσ = (σ1, σ2, . . . , σm).

Protǒze existuje integŕal (δ)

∫ b

a

x dp, můžeme zvolitρ∈D [a, b ] a η = ξρ

tak, aby platilo|ρ|<δ a
∣∣∣Φ̃(xρ)−(δ)

∫ b

a

x dp
∣∣∣ =

∣∣∣Sx∆p(ρ,η)−(δ)

∫ b

a

x dp
∣∣∣ < ε.

Protǒze ḿame taḱe ‖x− xρ‖≤ ε, dost́aváme

∣∣∣Φ(x)− (δ)

∫ b

a

x dp
∣∣∣ =

∣∣∣Φ̃(x)− (δ)

∫ b

a

x dp
∣∣∣

≤
∣∣∣Φ̃(x)− Φ̃(xρ)

∣∣∣ +
∣∣∣Φ̃(xρ)−(δ)

∫ b

a

x dp
∣∣∣

< ‖Φ̃‖X∗‖x− xρ‖+ ε ≤ (‖Φ‖Y∗ + 1
)
ε.

Vzhledem k tomu,̌ze ε> 0 může b́yt libovolně maĺe, znameńa to,že plat́ı

Φ(x) = Φp(x) = (δ)

∫ b

a

x dp pro x∈C[a, b ].

Koněcně, podle (7.4) a (7.6) je ‖Φ‖(C[a,b ])∗ = ‖Φ‖Y∗ = varba p. 2

Jak ukazuje ńasleduj́ıćı věta, neńı přiřazeńı Φ∈ (C[a, b ])∗ → p∈BV[a, b ]
určeno vztahem (7.3) jednoznǎcně.
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7.5 Lemma. Necht’ g ∈BV[a, b ]. Potom plat́ı

(δ)

∫ b

a

f dg = 0 pro kǎzdou funkcif ∈C[a, b ] (7.7)

tehdy a jen tehdy, když existuje nejv́yše spǒcetńa mnǒzina D⊂ (a, b) takov́a, že

g(t) = g(a) právě tehdy, kdy̌z t∈ [a, b ] \D. (7.8)

D ů k a z . a) P̌redpokĺadejme,̌ze plat́ı (7.8). Polǒzmeg C(t) = g(a) pro t∈ [a, b ]
a g B = g − g C. Potom g B(t) 6= 0 právě tehdy, kdy̌z t∈D. (g C je spojit́a část
funkceg a g B je skokov́a částg.)

Necht’ f je libovolná funkce spojit́a na[a, b ]. Potom žrejmě

(δ)

∫ b

a

f dg C = 0. (7.9)

Ukážeme,̌ze plat́ı také

(δ)

∫ b

a

f dg B = 0. (7.10)

Je-li D = ∅, pak (7.10) evidentňe plat́ı. Necht’ D je jednobodov́a mnǒzina, tj.
D = {d}, kde d∈ (a, b). Bud’ dánoε> 0 a necht’ δ > 0 je takov́e, že

(
t, s∈ [a, b ] a |t− s| < 2 δ

)
=⇒ |f(t)− f(s)| < ε.

Pro libovolńe znǎceńe ďeleńı (σ, ξ)∈T [a, b ] takov́e, že |σ|< δ, pak ḿame

|Sf∆ g(σ, ξ)| =





0 když d /∈σ,
∣∣f(ξj)− f(ξj+1)

∣∣ |g B(d)|<ε ‖g B‖
když d = σj pro ňejaḱe j ∈{0, 1, . . . , ν(σ)}.

Je-li D jednobodov́a mnǒzina, pak (7.10) plat́ı. Snadno si rozmyslı́me,že odtud
plyne,že (7.10) plat́ı i v přı́paďe, že mnǒzina D je koněcná.

P̌redpokĺadejme nyńı, že D je spǒcetńa, D = {dk}. Podle v̌ety2.25je

∞∑

k=1

|g B(dk)| =
∞∑

k=1

(|∆− g B(dk)|+ |∆+ g B(dk)|
)

< ∞.
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Mějme d́anoε> 0. Potom existujeN ∈N takov́e, že
∞∑

k=N+1

|g B(dk)| < ε. (7.11)

Rozlǒzme funkcig B na soǔcet g B = h + h̃, kde

h(t) =





g B(t) když t∈{d1, d2, . . . , dN},
0 když t∈ [a, b ] \ {d1, d2, . . . , dN}

a

h̃(t) =





g B(t) když t∈{dk : k≥N + 1},
0 když t∈ [a, b ] \ {dk : k≥N + 1}.

Podle p̌redchoźı části je

(δ)

∫ b

a

f dh = 0. (7.12)

Na druhou stranu, pro každé znǎceńe ďeleńı (σ, ξ)∈T [a, b ] máme podle (7.11)

∣∣Sf∆eh (σ, ξ)
∣∣ =

∣∣∣
ν(σ)∑
j=1

f(ξj) [h̃(σj)− h̃(σj−1)]
∣∣∣

≤ 2 ‖f‖
∞∑

k=N+1

|g B(dk)| < 2 ‖f‖ ε.

Odtud, vzhledem k (7.9) a (7.12), plyne,že plat́ı (7.10) a (7.7).

b) Necht’ plat́ı (7.7). Polǒzme f(t) = (δ)

∫ b

t

(g(s) − g(a)) ds pro t∈ [a, b ]. Po-

tom f ∈C[a, b ] a podle v̌ety o integraci per-partes (věta5.50) a věty o substituci
(věta5.45) je

(δ)

∫ b

a

f dg = f(b) g(b)− f(a) g(a)−(δ)

∫ b

a

g df

= −f(a) g(a) +(δ)

∫ b

a

g(t)
(
g(t)− g(a)

)
d t

= (δ)

∫ b

a

(
g(t)− g(a)

)2
d t.
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Dosazeńım f(t)≡ 1 do (7.7) zjist́ıme, že muśı platit g(a) = g(b). Kdyby bylo
g(t0) 6= g(a) v nějaḱem boďe t0 ∈ (a, b) spojitosti funkceg, muselo by existo-
vat ∆ > 0 takov́e, že

(
g(t) − g(a)

)2
> 0 pro t∈ (t0−∆, t0+∆). Potom bychom

ovšem m̌eli také

(δ)

∫ b

a

f dg = (δ)

∫ b

a

(
g(t)− g(a)

)2
d t ≥ (δ)

∫ t0−∆

t0−∆

(
g(t)− g(a)

)2
d t > 0,

což je ve sporu s p̌redpokladem (7.7). Vzhledem k v̌eťe2.21tedy plat́ı (7.8). 2

7.6 Pozńamka. Jestlǐze f ∈C[a, b ], pak podle lemmatu7.5 integŕal (δ)

∫ b

a

f dg

se nezm̌eńı, změńıme-li hodnotyg(t) v nejvýše spǒcetňe mnoha bodecht∈ (a, b).
Specíalně nahrad́ıme-li funkci g funkćı

g̃(t) =





0 pro t = a,

g(t+)− g(a) pro t∈ (a, b),

g(b)− g(a) pro t = b,

bude platit

(δ)

∫ b

a

f dg = (δ)

∫ b

a

f d g̃ pro kǎzdé f ∈C[a, b ].

Odtud okam̌zitě plyne,že pro kǎzdý spojitý lineárńı funkciońal Φ na prostoru
C[a, b ] existuje pŕavě jedna funkcep∈BV[a, b ] takov́a, že

p (a) = 0, p (t+) = p (t) pro t∈ (a, b)
a

Φ(x) = (δ)

∫ b

a

x dp pro kǎzdé x∈C[a, b ].





(7.13)

Funkcep∈BV[a, b ], kteŕe jsou zprava spojité na(a, b) a takov́e,žep (a) = 0,
se naźyvaj́ı normalizovańe funkce s koněcnou variaćı a tvǒrı́ uzav̌reńy podprostor
v BV[a, b ], který budeme znǎcit NBV[a, b ]. Prostory (C[a, b ])∗ a NBV[a, b ]
jsou podle v̌ety7.4a lemmatu7.5 izomorfńı, tj. zobrazeńı

Φ∈X∗ → p∈NBV[a, b ] (7.14)
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je vzájemňe jednoznǎcné. To by žrejmě neplatilo, kdybychomNBV[a, b ] na-
hradili prostoremBV[a, b ] všech funkćı s koněcnou variaćı na [a, b ]. Na dru-
hou stranu,NBV[a, b ] lze nahradit nap̌r. prostorem funkćı s koněcnou variaćı na
[a, b ], kteŕe jsou spojit́e zleva na(a, b) a rovnaj́ı se nule v ňejaḱem pevňe dańem
boďe c∈ [a, b ].

Z následuj́ıćıho lemmatu vyplyne,̌ze je-li Φ∈ (C[a, b ])∗ a p∈NBV[a, b ] je uřce-
no vztahem (7.14), pak ‖Φ‖(C[a,b ])∗ = ‖p‖BV , tj. prostory(C[a, b ])∗ a NBV[a, b ]
jsou izometricky izomorfńı.

7.7 Lemma. Jestlǐze p∈NBV[a, b ] a Φ(x) = (δ)

∫ b

a

x dp pro x∈C[a, b ], pak

‖Φ‖(C[a,b ])∗ = ‖p‖BV = varba p.

D ů k a z . Podle lemmatu5.10plat́ı
∣∣∣(δ)

∫ b

a

x dp
∣∣∣≤

(
varba p

) ‖x‖ neboli

‖Φ‖(C[a,b ])∗ ≤‖p‖BV . (7.15)

Dokážeme,̌ze existuje funkcẽx∈C[a, b ] takov́a, že

‖x̃‖= 1 a (δ)

∫ b

a

x̃ dp = varba p. (7.16)

Bud’ dáno libovolńe ε> 0. Zvolme ďeleńı σ ∈D [a, b ] tak, aby byloν(σ)≥ 2 a

V (p, σ̃) > varba p− ε pro kǎzdé jeho zjemňeńı σ̃. (7.17)

Polǒzme m = ν(σ). Vzhledem ke spojitosti funkcep na (a, b) zprava m̊užeme
pro kǎzdé j = 1, 2, . . . , m− 1 naj́ıt bod tj ∈ (σj, σj+1) takov́y, že

|p (tj)− p (σj)|< ε

m−1
. (7.18)

Polǒzme

x̃(t) =

{
sign

(
p (σ1)− p (a)

)
když t∈ [a, σ1]

sign
(
p (σj+1)− p (tj)

)
když t∈ [tj, σj+1], j ∈{1, 2, . . . , m},

a dodefinujme funkcĩx na intervalech[σj, tj] lineárňe a tak, aby byla spojitá na
[a, b ]. Zřejmě je ‖x̃‖= 1. Nav́ıc

(δ)

∫ b

a

x̃ dp =
∣∣p (σ1)− p (a)

∣∣ +
m−1∑
j=1

∣∣p (σj+1)− p (tj)
∣∣ +

m−1∑
j=1

(δ)

∫ tj

σj

x̃ dp.
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Protǒze je |x̃(t)| ≤ 1 pro t∈ [a, b ], plyne odtud podle (7.18), že

∣∣∣(δ)
∫ b

a

x̃ dp
∣∣∣ ≥

∣∣p (σ1)− p (a)
∣∣ +

m∑
j=1

∣∣p (σj+1)− p (tj)
∣∣−

m−1∑
j=1

∣∣p (tj)− p (σj)
∣∣

= V (p,ρ)−2
m−1∑
j=1

∣∣p (tj)− p (σj)
∣∣ > V (p, ρ)−2 ε,

kde ρ = {a, σ1, t1, σ2 . . . , σm−1, tm−1, b}. Podle (7.17) dost́aváme

∣∣∣(δ)
∫ b

a

x̃ dp
∣∣∣ > V (p,ρ)−2 ε > varba p− 3 ε.

Protǒze ε může b́yt libovolné kladńe č́ıslo, znameńa to, že plat́ı (7.16), a tud́ıž
sup
‖x‖≤ 1

|Φ(x)| ≥ varba p. Odtud a z (7.15) plyne tvrzeńı lemmatu. 2

7.8 Věta. Zobrazeńı Φ∈ (C[a, b ])∗ → p∈NBV[a, b ], kde p je určeno vztahem
(7.13), je izometricḱy izomorfismus.

7.9 Pozńamka. Můžeme tedy ztotǒznit (C[a, b ])∗ s prostoremNBV[a, b ].

7.10 Cvǐceńı. Dokǎzte,že plat́ı :

Pro kǎzd́y spojit́y lineárńı funkciońal Φ na prostoruC[a, b ] existuje pŕavě jedna
funkcep∈BV[a, b ] takov́a, že

p (b) = 0, p (t−) = p (t) pro t∈ (a, b)

a

Φ(x) = (δ)

∫ b

a

x dp pro kǎzd́e x∈C[a, b ].

Ve v̌eťe 7.8 lze nahradit prostorNBV[a, b ] prostorem funkćı zleva spojit́ych na
(a, b) a takov́ych,žep (b) = 0.

7.3 Spojité lineárnı́ funkcionály na prostorech inte-
grovatelných, resp. absolutňe spojitých funkcı́

Dalš́ı dob̌re zńamé reprezentace spojitých linéarńıch prostor̊u využ́ıvaj́ı Lebesgu-
eova integŕalu:
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Pro α∈ [1,∞) oznǎcme symbolemLα[a, b ] prostor funkćı x mě̌ritelných na

[a, b ] a takov́ych,že
∫ b

a

|x(t)|α dt < ∞, přičem̌z norma naLα[a, b ] je definov́ana

předpisem

‖x‖α =

(∫ b

a

|x(t)|α dt

)1/α

pro x∈Lα[a, b ]

a rovnostx = y pro x, y ∈Lα[a, b ] znameńa, že x(t) = y(t) pro s.v. t∈ [a, b ].
Jestlǐze polǒźıme

α∗ =

{
α

α−1
jestliže α > 1,

∞ jestliže α = 1,

pak obecńy tvar spojit́eho linéarńıho funkciońalu naLα[a, b ] je dán p̌redpisem

Φ∈ (Lα[a, b ])∗ ⇐⇒ existuje p∈Lα∗ [a, b ] takov́e, že

Φ(x) =

∫ b

a

p(t) x(t) dt pro x∈Lα[a, b ],

kde L∞[a, b ] je prostor funkćı esencíalně (v podstaťe) omezeńych na [a, b ], tj.
reálných funkćı f mě̌ritelných na[a, b ] a takov́ych,že plat́ı sup ess |f |<∞, kde
sup ess |f | je infimum mnǒziny všechA∈ (0,∞) takov́ych, že mnǒzina

{t∈ [a, b ] : |f(t)|>A}

má nulovou ḿıru.
Na prostoruAC[a, b ] funkćı absolutňe spojit́ych na intervalu[a, b ] definuje-

me normu p̌redpisem

‖f‖AC = |f(a)|+ ‖f ′‖1 pro f ∈AC[a, b ]

a AC[a, b ] je pak Banach̊uv prostor. Podle v̌ety3.17představuj́ı zobrazeńı

f ∈AC[a, b ] → (f(a), f ′)∈R × L1 [a, b ]

a

(c, g)∈R × L1 [a, b ] → f(x) : = c +

∫ x

a

g(t) dt∈AC[a, b ]
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vzájemňe jednoznǎcný vztah meziAC[a, b ] aR×L1 [a, b ]. Lze uḱazat,̌ze obecńy
spojitý lineárńı funkciońal na prostoruAC[a, b ] je dán p̌redpisem

Φ∈ (AC[a, b ])∗ ⇐⇒ existuj́ı q ∈R a p∈L∞[a, b ] takov́e, že

Φ(x) = q x(a) +

∫ b

a

p(t) x ′(t) dt pro x∈AC[a, b ].

Důkazy v́yše uvedeńych tvrzeńı a daľśı podrobnosti lze nalézti ve v̌eťsině
učebnic funkciońalńı anaĺyzy. Všeobecňe dostupńa je taḱe on-line verze plzěn-
ských skript [3].

7.4 Spojité lineárnı́ funkcionály na prostorech regu-
lovaných funkcı́

Nǎśım ćılem je nyńı odvozeńı obecńeho tvaru spojit́ych linéarńıch funkciońalů na
někteŕych podprostorech prostoruG[a, b ]. Pro zǎcátek si p̌ripoměnme,že podle
věty6.28je výraz

Φη(x) = q x(a) +

∫ b

a

p dx (7.19)

definov́an pro kǎzdou funkcix∈G[a, b ] a kǎzdý pár η = (p, q)∈BV[a, b ]×R.
Nav́ıc, pro kǎzdé η ∈BV[a, b ]×R, předpis (7.19) definuje ohranǐceńy (a tedy
spojitý) lineárńı funkciońal naG[a, b ] (viz větu6.25).

Snadno ov̌ěrı́me,že p̌redpisem

η = (p, q)∈BV[a, b ]×R → ‖η‖BV×R = |q|+ ‖p‖BV
je definov́ana norma na prostoruBV[a, b ]×R a BV[a, b ]×R je Banach̊uv pro-
stor vzhledem k t́eto norm̌e. Z formuĺı uvedeńych v p̌rı́kladech6.15(viz též p̌rı́kla-
dy 6.44, resp. cvǐceńı 6.45) také snadno odvodı́me ńasleduj́ıćı tvrzeńı.

7.11 Lemma.

(i) Pro libovolnou dvojiciη = (p, q)∈BV[a, b ]×R plat́ı

Φη(1) = q,

Φη(χ(τ,b ]) = p (τ), kdy̌z τ ∈ [a, b),

Φη(χ[τ ]) = 0, kdy̌z τ ∈ (a, b),

Φη(χ[b]) = p (b).





(7.20)
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(ii) Pro libovolnou funkcix∈G[a, b ] plat́ı

Φη(x) = x(a), kdy̌z p≡ 0 na [a, b ], q = 1,

Φη(x) = x(b), kdy̌z p≡ 1 na [a, b ], q = 1,

Φη(x) = x(τ−), kdy̌z p = χ[a,τ) na [a, b ], τ ∈ (a, b ], q = 1,

Φη(x) = x(τ+), kdy̌z p = χ[a,τ ] na [a, b ], τ ∈ [a, b), q = 1.





(7.21)

P̌rı́mým důsledkem vztah̊u (7.20), (7.21) a lemmatu4.19je následuj́ıćı tvrzeńı.

7.12 Lemma.

(i) Jestlǐzeη = (p, q)∈BV[a, b ]×R a

Φη(x) = 0 pro kǎzd́ex∈Lin
(
1, χ(τ,b ], τ ∈ [a, b), χ[b]

)
,

pak p (t)≡ 0 na [a, b ] a q = 0.

(ii) Jestlǐzex∈G[a, b ] a

Φη(x) = 0 pro v̌sechny dvojiceη = (p, q)∈BV[a, b ]×R,

pak

x(a) = x(a+) = x(τ−) = x(τ+) = x(b−) = x(b) (7.22)

plat́ı pro τ ∈ (a, b).

7.13 Pozńamka. Všimňeme si,že vzhledem k ťret́ımu vztahu v (7.20) můžeme

v tvrzeńı (i) předěslého lemmatu nahradit množinu Lin
(
1, χ(τ,b ], τ ∈ [a, b), χ[b]

)

mnǒzinami

Lin
(
1, χ[τ,b ], τ ∈ [a, b), χ[b]

)
, resp. Lin

(
1, 1

2
χ[τ ] + χ(τ,b ], τ ∈ [a, b), χ[b]

)
.

Odtud okam̌zitě plyne t́ež následuj́ıćı tvrzeńı, kde symbolyG L[a, b ], G R[a, b ] a
Greg[a, b ] byly definov́any v (4.9).

7.14 Věta. Každ́y z ńasleduj́ıćıch ṕarů prostor̊u

(G L[a, b ], BV[a, b ]×R), (Greg[a, b ], BV[a, b ]×R), (G R[a, b ], BV[a, b ]×R)

tvǒrı́ duálńı pár vzhledem k bilinéarńı formě

x∈G[a, b ], η ∈BV[a, b ]× R→Φη(x).
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Na druhou stranu, ḿame taḱe

7.15 Lemma.JestlǐzeΦ je lineárńı ohranǐceńy funkciońal na G L[a, b ] a

p (t) =





Φ(χ(t,b ]), kdy̌z t ∈ [a, b),

Φ(χ[b]), kdy̌z t = b,
(7.23)

pak p∈BV[a, b ] a

|p (a)|+ |p (b)|+ varba p ≤ 2 ‖Φ‖(G L [a,b ])∗ ,

kde ‖Φ‖(G L [a,b ])∗ = sup{|Φ(x)| : x∈G L[a, b ], ‖x‖≤ 1 }.

}
(7.24)

D ů k a z . Pro libovolńe ďeleńı σ = {σ0, σ1, . . . , σm} intervalu [a, b ] a libovolńy
vektor (c0, c1, . . . , cm, cm+1)∈Rm+2 plat́ı

∣∣∣c0 p (a) + cm+1 p (b) +
m∑

j=1

cj [p (σj)− p (σj−1)]
∣∣∣

=
∣∣∣Φ

(
c0 χ(a,b ] + cm+1 χ[b]−

m−1∑
j=1

cj χ(σj−1,σj ] + cm χ(σm−1,b)

)∣∣∣ = |Φ(h)|,

kde

h = c0 χ(a,b ] + cm+1 χ[b] −
m−1∑
j=1

cj χ(σj−1,σj ] + cm χ(σm−1,b).

Snadno ov̌ěrı́me, že bude-li |cj| ≤ 1 pro j = 0, 1, . . .,m+1, pak bude‖h‖≤ 2.
Polǒźıme-li tedy

c0 = sign p (a), cm+1 = sign p (b), cj = sign(p (σj)− p (σj−1))

pro j = 1, 2, . . . , m, źıskáme vztah

|p (a)|+ |p (b)|+ V (p,σ) ≤ 2 ‖Φ‖(G L [a,b ])
∗ pro kǎzdé σ ∈D [a, b ].

Odtud ǔz plyne,že plat́ı i (7.24). 2

Analogicky p̌redchoźımu lemmatu ḿame taḱe
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7.16 Lemma.Necht’ Φ je libovolńy lineárńı ohranǐceńy funkciońal naGreg[a, b ] .
Polǒzme

p (t) =





Φ(χ(a,b ]), kdy̌z t = a,

Φ(1
2
χ[t] + χ(t,b ]), kdy̌z t∈ (a, b),

Φ(χ[b]), kdy̌z t = b.

(7.25)

Potomvarba p≤ sup{|Φ(x)| : x∈Greg[a, b ], ‖x‖≤ 1}<∞, tj. p∈BV[a, b ]).

D ů k a z . Necht’ Φ∈ (Greg[a, b ])∗, σ =
{
σ0, σ1, . . . , σm

}
je děleńı intervalu

[a, b ] a necht’ reálná č́ısla cj, j = 1, 2, . . ., m, jsou takov́a,že je|cj| ≤ 1 pro v̌sech-
na j = 1, 2, . . . , m. Potom

m∑
j=1

cj [p (σj)− p (σj−1)]

= c1

[
Φ(1

2
χ[σ1] + χ(σ1,b ])− Φ(χ(a,b ])

]

+
m−1∑
j=2

cj

[
Φ(1

2
χ[σj ] + χ(σj ,b ])− Φ(1

2
χ[σj−1] + χ(σj−1,b ])

]

+ cm

[
Φ(χ[b])− Φ(1

2
χ[σm−1] + χ(σm−1,b ])

]
= Φ(h),





(7.26)

kde

h = c1

[
1
2
χ[σ1] + χ(σ1,b ] − χ(a,b ]

]
+ cm

[
χ[b] − 1

2
χ[σm−1] − χ(σm−1,b ]

]

+
m−1∑
j=2

cj

[
1
2
χ[σj ] + χ(σj ,b ] − 1

2
χ[σj−1] − χ(σj−1,b ]

]

= c1

[
1
2
χ[σ1] − χ(a,σ1]

]
− cm

[
1
2
χ[σm−1] + χ(σm−1,b)

]

+
m−1∑
j=2

cj

[
1
2
χ[σj ] − χ(σj−1,σj ] − 1

2
χ[σj−1]

]

= − c1

[
1
2
χ[σ1] + χ(a,σ1)

]
− cm

[
1
2
χ[σm−1] + χ(σm−1,b)

]

− 1
2

m−1∑
j=2

cj χ[σj ] − 1
2

m−1∑
j=2

cj χ[σj−1] −
m−1∑
j=2

cj χ(σj−1,σj)

= − 1
2

m−1∑
j=1

cj χ[σj ] − 1
2

m∑
j=2

cj χ[σj−1] −
m∑

j=1

cj χ(σj−1,σj)
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= −
m−1∑
j=1

cj+cj+1

2
χ[σj ] −

m∑
j=1

cj χ(σj−1,σj)

= −
m−1∑
j=1

(
cj+cj+1

2
χ[σj ] + cj χ(σj−1,σj)

)
− cm χ(σm−1,b).

Z tohoto vyj́aďreńı snadno nahlédneme,̌ze h(a+) = − c1, h(b−) = − cm,

h(σj−) = −cj, h(σj+) = −cj+1, h(σj) = −1
2
(cj +cj+1) pro j = 1, 2, . . . ,m

čili h∈ S[a, b ]∩Greg[a, b ] a |h(t)| ≤ 1 pro v̌sechnat∈ [a, b ].

Vzhledem k (7.26) tedy dost́aváme,že nerovnost

sup{
∣∣∣

m∑
j=1

cj

[
p (σj)− p (σj−1)

]∣∣∣ : |cj| ≤ 1, j = 1, 2, . . . , m−1}

≤ sup{|Φ(x)| : x∈Greg[a, b ], ‖x‖≤ 1}
plat́ı pro kǎzdé ďeleńı σ = {σ0, σ1, . . . , σm} intervalu [a, b ] a réalná č́ısla cj, ta-
ková že je |cj| ≤ 1 pro v̌sechnaj = 1, 2, . . . , m. Zvolı́me-li nyńı

cj = sign
[
p (σj)− p (σj−1)

]
pro j = 1, 2, . . . , m,

zjist́ıme,že plat́ı

V (p, σ) ≤ sup{|Φ(x)| : x∈Greg[a, b ], ‖x‖≤ 1} < ∞ pro kǎzdé σ ∈D [a, b ],

tj. varb
a p≤‖Φ‖∗Greg[a,b ] <∞. 2

Prvńım hlavńım výsledkem t́eto kapitoly je ńasleduj́ıćı věta.

7.17 Věta. Φ je lineárńı ohranǐceńy funkciońal na G L[a, b ] (Φ∈ (G L[a, b ]))∗

právě tehdy, kdy̌z existuje dvojiceη = (p, q)∈BV[a, b ]×R takov́a, že

Φ(x) = q x(a) +

∫ b

a

p dx pro x∈G L[a, b ]. (7.27)

Nav́ıc, zobrazeńı

η ∈BV[a, b ]×R → Φη ∈ (G L[a, b ])∗ (7.28)

je izomorfismus.
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D ů k a z . Necht’ Φ∈ (G L[a, b ]))∗ a necht’ Φη ∈ (G L[a, b ]))∗ je funkciońal de-
finovańy předpisem (7.19), kde η = (p, q), q = Φ(1) a funkce p je definovańa
v (7.23). Podle lemmatu7.15 η = (p, q)∈BV[a, b ]×R a podle (7.20) a (7.23)
máme

Φ(1) = q = Φη(1),

Φ(χ(τ,b ]) = p (τ) = Φη(χ(τ,b ]) pro τ ∈ [a, b),

Φ(χ[b]) = p (b) = Φη(χ[b]).

Protǒze podle lemmatu4.19je kǎzdá funkce zS[a, b ] ∩G L[a, b ] lineárńı kombi-
naćı funkćı 1, χ(τ,b ], τ ∈ [a, b), χ[b], plyne odtud,̌ze Φ(x) = Φη(x) pro kǎzdé
x∈G L[a, b ]∩ S[a, b ]. Koněcně, protǒze podle lemmatu4.18je G L[a, b ]∩ S[a, b ]
hust́a mnǒzina vG L[a, b ] a protǒze funkciońaly Φ a Φη jsou spojit́e, plyne od-
tud, že Φ(x)=Φη(x) pro kǎzdé x∈G L[a, b ].

Podle v̌ety 7.14 je (7.28) vzájemňe jednoznǎcné zobrazeńı BV[a, b ]×R na
(G L[a, b ])∗. Dále podle v̌ety6.25máme

|Φη(x)| ≤ (|p (a)|+ |p (b)|+ varbap + |q|) ‖x‖ pro kǎzdé x∈G L[a, b ],

a tud́ıž

‖Φη‖(G L [a,b ])∗ ≤ |p (a)|+ |p (b)|+varbap+ |q| ≤ 2
(‖p‖BV+ |q|) = 2 ‖η‖BV×R .

Na druhou stranu, podle (7.24) a podle lemmatu7.15je

|q| = |Φ(1)| ≤ ‖Φη‖(G L [a,b ])∗

a
‖p‖BV ≤

(|p (a)|+ |p (b)|+ varbap
) ≤ 2 ‖Φη‖(G L [a,b ])∗ .

Souhrnem ḿame

1

2
‖Φη‖(G L [a,b ])∗ ≤ ‖η‖BV×R ≤ 3 ‖Φη‖(G L [a,b ])∗

čili, zobrazeńı

η ∈BV[a, b ]×R → Φη ∈ (G L[a, b ])∗

je izomorfismus. 2
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7.18 Věta. Φ je lineárńı ohranǐceńy funkciońal na Greg[a, b ] (Φ∈ (Greg[a, b ])∗)
právě tehdy, kdy̌z existuje dvojiceη = (p, q)∈BV[a, b ]×R takov́a, že

Φ(x) = q x(a) +

∫ b

a

p dx pro x∈Greg[a, b ]. (7.29)

Nav́ıc, zobrazeńı

η ∈BV[a, b ]×R → Φη ∈ (Greg[a, b ])∗ (7.30)

je izomorfismus.

D ů k a z . Necht’ Φ∈ (Greg[a, b ])∗ a Φη ∈ (Greg[a, b ])∗ je definov́an vztahem
(7.19), kde η = (p, q), q = Φ(1) a p je funkce definovańa vztahem (7.25). Podle
lemmatu7.16je η = (p, q)∈BV[a, b ]×R a podle (7.20) a (7.25) máme

Φ(1) = q = Φη(1),

Φ(χ(a,b ]) = p (a) = Φη(χ(a,b ])

Φ(1
2
χ[τ ] + χ(τ,b ]) = p (τ) = Φη(

1
2
χ[τ ] + χ(τ,b ]) pro kǎzdé τ ∈ (a, b),

Φ(χ[b]) = p (b) = Φη(χ[b]).

Pomoćı lemmatu4.19odtud odvod́ıme,že plat́ı

Φ(x) = Φη(x) pro kǎzdéx∈Greg[a, b ]∩ S[a, b ].

Podle lemmatu4.18 je ov̌sem mnǒzina Greg[a, b ]∩ S[a, b ] hust́a v Greg[a, b ], a
tud́ıž dost́aváme koněcně, že plat́ı Φ(x) = Φη(x) pro v̌sechnax∈Greg[a, b ].

Podobňe jako jsme doḱazali analogickou nerovnost v závěru d̊ukazu v̌ety7.17,
dokázali bychom nyńı, že plat́ı také

1

2
‖Φη‖(Greg[a,b ])∗ ≤ ‖η‖BV×R ≤ 3 ‖Φη‖(Greg[a,b ])∗ . 2

7.19 Cvǐceńı. Postupem poǔzitým v důkazech v̌et 7.17 a 7.18 ukǎzte, že taḱe
plat́ı:

( i) Φ je lineárńı ohranǐceńy funkciońal na

G̃L[a, b ] = {x∈G[a, b ] : x(t−) = x(t) pro t∈ (a, b ]},
(viz (4.8)) právě tehdy, kdy̌z existuje funkcep∈BV[a, b ] takov́a, že

Φ(x) = p (b) x(b)−
∫ b

a

p dx pro x∈ G̃L[a, b ].
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( ii) Φ je lineárńı ohranǐceńy funkciońal na

G̃R[a, b ] = {x∈G[a, b ] : x(t+) = x(t) pro t∈ [a, b)},
(viz (4.8)) právě tehdy, kdy̌z existuje funkcep∈BV[a, b ] takov́a, že

Φ(x) = p (a) x(a) +

∫ b

a

p dx pro x∈ G̃R[a, b ].

7.5 Aplikace v teorii distribuc ı́

V tomto odstavci naznǎćıme mǒznosti poǔzitı́ KS-integŕalu v teorii distribućı.
Distribuce zde budeme chápat ve smyslu L. Schwartze. Připoměnme si nejprve
několik základńıch pojm̊u a definic.

7.20 Definice.Množinu funkćı ϕ :R→R, kteŕe maj́ı pro kǎzdé k ∈N ∪ {0}
derivaci ϕ(k) k-téhořádu spojitou naR a takovou,̌ze ϕ(k)(t) = 0 pro v̌sechny
t∈R \ (a, b), oznǎćıme symbolemD[a, b ]. Funkćım z D[a, b ] řı́kámetestovaćı
funkcena [a, b ].

Množina D[a, b ] je lineárńı prostor vzhledem k p̌rirozeńym operaćım šćıtáńı
a ńasobeńı skaĺarem. MnǒzinaD[a, b ] se stane topologicḱym vektorov́ym prosto-
rem, zavedeme-li na nı́ topologii, ve kteŕe posloupnost{ϕn} ⊂ D[a, b ] konver-
guje k ϕ∈D[a, b ] tehdy a jen tehdy, kdy̌z

lim
n→∞

‖ϕ(k)
n − ϕ(k)‖ = 0 pro kǎzdé k ∈N ∪ {0}.

Spojitým lineárńım funkciońalem na topologicḱem vektorov́em prostoruX ro-
zuḿıme, analogicky jako v p̌rı́paďe Banachov́ych prostor̊u, linéarńı zobrazeńı pro-
storuX do R, kteŕe je spojit́e vzhledem k topologii naX.

Typickými přı́klady funkćı z prostoruD[a, b ] jsou funkce tvaru

ϕc,d(t) =





exp
(

1
t−c

+ 1
d−t

)
pro t∈ (c, d),

0 pro t∈R \ (c, d),

kde [c, d] může b́yt libovolný podinterval v[a, b ].

7.21 Definice.Spojit́e linéarńı funkciońaly na topologicḱem vektorov́em prostoru
D[a, b ] se naźyvaj́ı distribucena [a, b ]. Množina v̌sech distribućı na [a, b ] je tedy
duálńım prostorem kD[a, b ]. Znǎćıme ji symbolemD∗[a, b ].

Pro danou distribucif ∈D∗[a, b ] a testovaćı funkci ϕ∈D[a, b ], hodnotu
funkciońalu f na ϕ znǎćıme symbolem〈f, ϕ〉.
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7.22 Pozńamka. Je-li f ∈L1 [a, b ], pak p̌redpisem

〈f, ϕ〉 =

∫ b

a

f(t) ϕ(t) dt pro ϕ∈D[a, b ],

(kde je poǔzit Lebesgueo̊uv integŕal) je definov́ana distribuce na[a, b ], kterou
budeme znǎcit také symbolemf. Řı́káme,že distribucef je uřcena funkćı f.

Nulový prvek prostoruD∗[a, b ] je uřcen libovolnou m̌ěritelnou funkćı, kteŕa
se anuluje s.v. na intervalu[a, b ]. Specíalně je-li f ∈G[a, b ], pak f= 0∈D∗[a, b ]
tehdy a jen tehdy, kdy̌z f(t−) = f(s+) = 0 pro v̌sechnat∈ (a, b ] a s∈ [a, b).
Tud́ıž, je-li f ∈Greg[a, b ], pak f = 0∈D∗[a, b ] tehdy a jen tehdy, kdy̌z f(t) = 0
pro v̌sechnat∈ [a, b ]. Pro libovolńe distribucef, g ∈D∗[a, b ] rovnostf = g zna-
meńa, že f − g = 0∈D∗[a, b ]. Z výše uvedeńeho plyne,̌ze je-li g ∈L1 [a, b ], pak
existuje nejv́yše jedna funkcef ∈Greg[a, b ] takov́a, že f = g s.v. na[a, b ]. Dále
pro réalné funkcef, g ∈L1 [a, b ] plat́ı rovnostf = g ve smysluD∗[a, b ] tehdy a
jen tehdy, kdy̌z f = g s.v. na[a, b ].

7.23 Definice.Pro danou distribucif ∈D∗[a, b ] definujeme jej́ı (distributivńı)
derivaci f ′ předpisem〈f ′, ϕ〉= − 〈f, ϕ′〉 pro ϕ∈D[a, b ].

Podobňe, pro kǎzdé k ∈N, 〈f (k), ϕ〉= (−1)k〈f, ϕ(k)〉 pro ϕ∈D[a, b ].

7.24 Pozńamka. Distributivńı derivace absolutňe spojit́ych funkćı jsou uřceny
jejich klasicḱymi derivacemi.

7.25 Pozńamka. Definujme H(t) =





0 pro t< 0,
1

2
pro t = 0,

1 pro t> 0.

Necht’ τ ∈ (a, b) a hτ (t) = H(t−τ) pro t∈ [a, b ]. Potom poǔzitı́m vět6.36a6.47
a s p̌rihlédnut́ım k (6.11) a (6.15) dostaneme

〈h′τ , ϕ〉 = −〈hτ , ϕ
′〉 = −

∫ b

a

hτ dϕ =

∫ b

a

ϕ dhτ = ϕ(τ).

Funkcehτ se naźyvá Heavisideova funkce(se sťredem v boďe τ) a jej́ı distri-
butivńı derivaceh′τ se znǎćı δτ a naźyvá seDiracova δ-distribuce(se sťredem
v boďe τ).

7.26 Věta. Necht’ f ∈L1 [a, b ]. Potom jej́ı distributivńı derivace f ′ je nulov́a
distribuce tehdy a jen tehdy, když existuje konstantac∈R takov́a, žef(t) = c pro
s.v. t∈ [a, b ].
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D ů k a z . Jestlǐze f(t) = c pro s.v.t∈ [a, b ] a ϕ∈D[a, b ], pak

〈f ′, ϕ〉 = −〈c, ϕ′〉 = −c

∫ b

a

ϕ′(s) ds = −c (ϕ(b)− ϕ(a)) = 0.

Naopak, necht’ 〈f, ϕ ′〉= 0 pro kǎzdou ϕ∈D[a, b ]. Necht’ je dána libovolńa tes-
tovaćı funkceρ∈D[a, b ]. Polǒzme

ϕ(t) =





∫ t

a

(
ρ(s)− a0 Θ(s)

)
ds pro t∈ [a, b ],

0 pro t∈R \ [a, b ],

kde

a0 =

∫ b

a

ρ(s) ds a Θ(t) =
ϕa,b(t)∫ b

a

ϕa,b(s) ds

.

Potom
∫ b

a

Θ(s) ds = 1.

Odtud snadno plyne,̌ze ϕ(a) = ϕ(b) = 0 a taḱe že ϕ∈D[a, b ]. Dále

ϕ ′(t) = ρ(t)− a0 Θ(t) pro t∈ [a, b ].

Tud́ıž 0 = 〈f, ϕ′〉= 〈f, ρ〉−
(∫ b

a
ρ(s) ds

)
〈f, Θ〉. Pro kǎzdé ρ∈D[a, b ] tedy plat́ı

〈f, ρ〉 =
(∫ b

a

ρ(s) ds
)
〈f, Θ〉 =

∫ b

a

c ρ(s) ds,

kde c = 〈f, Θ〉 ∈R je konstanta. Tedyf = c ve smyslu distribućı. 2

7.27 Cvǐceńı. Necht’ f ∈L1 [a, b ] a k ∈N∪{0}. Dokǎzte,žef (k) = 0∈D∗[a, b ]
tehdy a jen tehdy, kdy̌z existuj́ı c0, c1, . . . , ck−1 ∈R takov́e, že

f(t) = c0 + c1 t + · · · + ck−1 tk−1 pro s.v.t∈ [a, b ].

Vážným probĺemem v teorii distribućı je ot́azka, jak definovat jejich součin.
Následuj́ıćı dvě klasicḱe definice se t́ykaj́ı jen jistých specíalńıch typ̊u distribućı.
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7.28 Definice.(i) Jestlǐze f, g a f g ∈ L1 [a, b ], pak

〈f g, ϕ〉 =

∫ b

a

f(t) g(t) ϕ(t) d t pro ϕ∈D[a, b ].

(ii) Jestlǐze f ∈D∗[a, b ] a funkceg má na [a, b ] spojit́e derivace libovolńeho
řádu, pak 〈f g, ϕ〉 = 〈f, g ϕ〉.

Pro zkouḿańı diferencíalńıch rovnic s distributivńımi koeficienty je ǔzitečné
mı́t k dispozici rozumnou definici součinu distribućı f a g ′ (resp.f ′ a g ), kde
f ∈G[a, b ] a g ∈BV[a, b ]. Definice 7.28 ovšem takov́e soǔciny definovat ne-
umǒzňuje. Jejich smysluplnou definici m̊užeme formulovat teprve využitı́m KS-
integŕalu.

7.29 Definice.Jestlǐze f ∈G[a, b ] a g ∈BV[a, b ], pak definujeme

〈f ′ g, ϕ〉 =

∫ b

a

ϕg df a 〈f g ′, ϕ〉 =

∫ b

a

ϕf dg.

7.30 Lemma.Necht’ f ∈G[a, b ] a g ∈BV[a, b ] splňuj́ı

∆+f(t) ∆+g(t) = ∆−f(t) ∆−g(t) pro kǎzd́e t∈ (a, b). (7.31)

Potom

f ′ g = F ′, kde F (t) =

∫ t

a

g df pro t∈ [a, b ] (7.32)

a

f g ′ = G ′, kde G(t) =

∫ t

a

f dg pro t∈ [a, b ]. (7.33)

D ů k a z . Poǔzitı́m věty o substituci (v̌eta6.47) a věty o integraci per-partes
(věta6.36) pro libovolńe ϕ∈D[a, b ] dostaneme

〈f ′ g, ϕ〉 =

∫ b

a

ϕ(t) d
[ ∫ t

a

g df
]

= −
∫ b

a

ϕ′(t)
( ∫ t

a

g df
)

d t

= 〈
( ∫ t

a

g df
)′

, ϕ〉,

tj. plat́ı (7.32). Vztah (7.33) se dokazuje analogicky. 2
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7.31 Důsledek. Jestlǐze funkcef ∈G[a, b ] a g ∈BV[a, b ] splňuj́ı (7.31), pak

(f g)′ = f g′ + f ′ g.

D ů k a z . Podle definice7.23, věty o integraci per-partes (viz větu6.36) a lem-
matu7.30dost́aváme

〈(f g) ′, ϕ〉 = −〈f g, ϕ ′〉

= −
∫ b

a

ϕ ′f g d t =

∫ b

a

ϕ(t) d
[
f(t) g(t)− f(a) g(a)

]

=

∫ b

a

ϕ(t) d
[ ∫ t

a

g df+

∫ t

a

f dg
]

= 〈f g ′, ϕ〉+ 〈f ′ g, ϕ〉. 2

7.32 Pozńamka. Necht’ f ∈G[a, b ] a g ∈BV[a, b ]. Podḿınka (7.31) je pak žrej-
mě splňena nap̌r. v následuj́ıćıch p̌rı́padech:

(i) obě funkce jsou regulárńı (viz pozńamku4.17),

(ii) alespǒn jedna z nich je spojitá na(a, b),

(iii) jedna z nich zleva spojitá na(a, b) a druh́a je zprava spojit́a na(a, b).

7.33 Cvǐceńı. Dokǎzte, že jestlǐze τ ∈ (a, b) a hτ , resp. δτ jsou Heavisideova
funkce, resp. Diracova distribuce se středem vτ, pak hτ δτ = δτ/2.

(Návod: Poǔzijte cvičeńı 6.34.)




