Kapitola 6

Kurzweil Gv-Stieltjestiv integral

Riemaniiv-Stieltjesiv integ@l ma Siroké uplatréni vdude, kde je mino omezit
se na situace, kdy integrand a int@gr nemdjspolé&€né body nespoijitosti (nebo,
v pfipace (o) RS-integalu, neexistujbody, ve kteych by ote funkce nély ne-
spojitost na steja stra®). Pro rékteg aplikace (naip v teorii hystereze a zin
pochazejcich varig&nich nerovnostech, viZ], [21] a [22)]) je vSakzadoud mit
k dispozici integal Stieltjesova typu, ktérsi nevynucuje&adra omezenna spoji-
tost integrovafich a integrdjcich funkd. Ukazuje seze integal, ktery této pote-
bé nejépe vyhovujeje integial, ktery budeme nagvat Kurzweiliv-Stieltjesiv.
Jeho yhodnost nespiiva jen v jeho obecnosti, al&# i v relativii jednodu-
chosti jeho definice i odvozéeho vlastnost Navzdory 8mto gednostem mu
v monograficle literatife nebylo doposudénowano tolik pozornosti, kolik by
si zasloail. Pokud je mi z&amo, str@éné pojed@ari o tomto integalu lze nait
v kapitole 24 Schechterovy monografi€d] z roku 1997 (tam je nawan Hen-
stocKiv-Stieltjesiv integél). Podrobgji se imto integalem zalva McLeodova
monografie'84] z roku 1980, kde je ngwangauge integral,,gauge“=, kalibr").
Jaroslav Kurzweil potil tento integal jiz v roce 1958 (viz29)) jako specalni
pfipad zobecéreho nelin@rriho integélu, ktefy definoval ve s& fundamerélini
praci [28 z roku 1957 i vySefovan spojitt zAvislostifeSen nelinearrich di-
ferencalnich rovnic obsahigich Diracovu distribuci. Bhem sedmdég/ch let
minuleho stoleit byl jiZ termin Kurzweilliv-Stieltjesiv integél (nebo Perroiv-
Stieljeslv integial podle Kurzweilovy definice)&né powivan v praéch zalyva-
jicich se zobedgnymi linearnmi diferencalnimi rovnicemi (viz nap. [47] nebo
[55] a prace tam citova®).

Cilem teto kapitoly je fpedlazit co nejucelegjsi teorii Kurzweilova-Stieltje-
sova integalu.

6.1 Definice a Akladni vlastnosti
6.1 Definice.Kazda kladra funkces : [a,b] — (0,00) se nagvakalibr na inter-
valu [a, b]. Mnozinu kalibii na[a, b] zna&ime ¢|a, b].

Je-li § kalibr nala,b], feknemegze zn&ere celeri (o, &) intervalu [a,b] je
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)-jemrg, jestlize plat

01,051 C (& — (&), +0(8;)) provsechng =1,2,...,v(0).

(85 [a,b]) zn&i mnazinu VSech §-jemnych zn&erych celeri intervalu [a, b].
Nehroi-li nedorozungn, powivame kradi znaer «(6).

Méjme funkcef, g:[a,b] — R azn&eré dBlen (o,&) € 7 [a,b]. Potom de-
finujeme jako v kapitol® integralni soltet

v(o)

S5(0,€) (= Srag(0,6)=Spay(0,& [a.b])) =Y f(&) [9(05) — g(05-1)].

j=1
6.2 Definice.Necht f, ¢:[a,b] — R a I € R. Reknemeze existujekurzweikiv-

b
Stieltjesiv integél (KS-integléI)/ f(z)d[g(z)] a ma hodnotu!l € R, jestlize

Ves0 Héaeg[a,b]:«a,ﬁ)eﬂ(ée)) — ‘1—5(0,5)‘ <e  (6.1)

Jestlze g(z) = x, pak nmisto o KS-integalu mluvime o KH-integalu (Kurzwei-

b
IUv-Henstockiv integal) a znai"lme/ f(x) dz. Budeme vydivat &7 zkracerg
b b “
znetert | 1dg=[ (o) dlgfo))
¢ ¢ b a b a
Existuje-li integél/f dg, klademe fdg:—/f dg. Dale/f dg=0.
a b a a

Tato definice je korekfrdiky nasledujcim dvema lemmaitm.

6.3 Lemma (CousiN). Pro kazdy kalibr § € #[a,b] je mn&ina «/(§) vSech
d-jemrych zn&erych ler intervalu [a, b] neprazdra.

DlOkaz. MEjme kalibré € ¢[a, b]. Ozn&me M mnazinu \Sechc € (a, b], pro
néz je mnaina </ (9; [a, c|) nepézdra.

Necht c= min{a + d(a),b}, o ={a,c} a &= (a). Protae jed(a) >0, ma-
mece (a,b] a(o,€&) € (5;]a,c]), tj. c€ M. Mnozina M je tedy nepazdra, a
proto d = sup M > —oo.

Ukazeme dle,ze d lezi v mnaziné M. Protaze je §(d) > 0, plyne z definice
supremagze existujec € (d — 6(d), d| N M. Tudiz existuje tak J6-jemré zn&ere
déleri (o’,¢’) intervalu [a,c]. Necht c<d. (V opaném gipack je trivialné
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d=ce M.)Polezmeo =o' U{d} a€&=(£’,d). Potom(o,&) € 7 [a,d], apro-
toze je[c,d] C (d — §(d),d+d(d)), zname@d to tale, ze (o, &) € «7(0; [a, d)), tj.
de M.

Je-lid=b, jsme s dikazem hotovi. Redpokhdejmeze jed < b. Zvolme libo-
volné (6", ¢") e 7 |a,d] a~y € (d,d+6(d)) N (d,b). (Takowe ~ existuje, protde
je 6(d)>0.) Mame tedy[d,~] C (d—d(d), d+d(d)), a proto (a” U{~}, (¢, d))
je J-jemré zn&ere célen intervalu [a, ], tj. v € M. Protdte jey > d, dostva-
me tak spor s definicd = sup M. Plaf tedy d = sup M =b a dikaz lemmatu je
dokorten. a

b
6.4 Lemma. Hodnotaintegalu/ f dg je podmnkou(6.1) urCena jednoznane.

D Uk az. Fedpokhdejmeze existui I, [, € R, I, # I,, takow, ze plat (6.1),
kam dosatine I =I;, i=1,2. Pol&Zme& = 3 |, — I,|. Pak existujjkalibry 4, a
52 tak,ie

|S(o,€) — I| < € prokade (o,&) € (d1), (6.2)

|S(o,&) — L] <€ prokade (o,&) € 7(9s) (6.3)

Polame d(z) = min{d;(x), d2(z)} pro z € [a, b]. Potom je Zejme o také kalibr
aplat «7(5) C.7(01) Ne7(d7). Prokade (o, &) € «7(§) tedy mame

2e=[L—Db|=[L-S5(0,§)+5(c(&) — I
< | = 8(0,8)[+5(0,8) — L] < 2¢.

ProtaZze toto nenmozne, mug byt 1, = I. O
Nebude-li uvedeno jinak, bude nit v nasledujicim textu symbol integralu
vzdy smysl KS-integralu.

6.5 Pozramka. Nechtd, §y € ¢[a,b] ad < dy na|a,b]. Potom jew(6) C <7 ().

Je-li tedy spl@na réjaké podninka pro Bechna(o, &) € «7(dy), tim sgdSe je spl-
néna i pro ¥echna(o, £) € «#(§). Tudiz, mame-li can kalibr §, € [a, b], mize-
me se v definicb.Z omezit na kalibrys., pro kteé je 5. < §y naa,b].

Take pro existenci KS-inte@tu plat podninka Bolzanova-Cauchyova typu.

6.6 Véta (BOLZANOVA-CAUCHYOVA PODMINKA). Necht f, g:[a,b] —R.
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b
Potom integal / f dg existuje pave tehdy, kdy plaf

Ve>0 3. €%[a,b]:
(6.4)
(0.6, (0. &) e (s.)) = |5(0.8) - S(o", )] <.

b
DUkaz. a) Existuje-li integad/ fdg = IR, pak, podle definicé.2,
pro kazdé ¢ > 0 existuje kalibrd, es;[a,b] takow, ze je |S(a,§) — I| <5 pro
vSechna(o, &) € «7(0.). Pro k&dou dvojici(a, &), (o/,&’) € #7().) tedy mame
1S(0. &) = S(a",&")| < [S(e,8) — 1| +]S(0",&") = I| <e.
Plaf tedy (6.4).

b) Predpokhdejme nyh Ze je spl@na podrinka (6.4). Bud danoe > 0. Podle
(6.4) mtizeme zvolit kalibrs, tak, aby
!/ / €
S(e.€) - S(o”.€")] < 5 (65)

platilo pro k&dou dvojici .-jemnych zn&erych celeri (o,&),(o’,&’) inter-

valu [a,b]. Ozn&me M mnazinu ©ch ralnych Cisel m, pro kteé existuje ka-
libr 6,,€ ¢[a,b] takovy, Ze nerovnostS(o, &)>m je splréna pro kdadée celen

(0,8)€ o (0p,).

b
Dokazeme ze mnaina M je nepazdra, shora ohragera a sup M:/f dg.

Zafixujme (p,n) € «7(.). Podle £.5) plaf
€ 9 v 4
S(p.m) — 5 < S(0,€) < S(p,m) + 5 prokade(o,§) € (5:).  (6.6)
To znamea, ze (—o0, S(p,n) — 5) C M, atedy M #{).
Pro k&de m € M az € [a, b] definujmeod,,(z) = min{d,,(z), d.(z)}. Potom
pro kazde m € M a kade (o, &) € «/(5,,) C «7(.) plati nerovnosti
€ . S
m < S(e.€) < S(p,m)+5, 4 MC(=o00,S(pm)+3)
Mnozina M je tedy shora ohrabera a S(p,n) — gg supM < S(p,m)+ g.
Odtud podle §.€) odvodme koné&né, Ze plat

1S5(e, &) —sup M| < |S(o, &) — S(p,m)| +[S(p,m) —sup M| < e
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b
pro kazdé (o, £) € (5., 1. supM:/fdg. O

6.7 Pozramka. Podobi jako v gFipac® RS-integalll (viz cviceri 5.15 mizeme
podninku (6.4) zeslabit rasleduicim zplisobem

Ve>0 36.€%[a,b]:
(0.€). (0", ) e(6), o' D0 ) = |S(0.€) - S0 €)| <=

KS-integial ma obvykE linéarn vliastnosti.

6.8 Veta. Necht f, f1, f2, g, g1, 92 : [a,b] — R a nechtexistuj integraly

/abfl dg, /abe dg, /abf dg: a /abf dgo.

Potom pro libovol@ ¢, c; € R plati

b b b
/(le1+02f2)d9201/f1d9+02/fgdg

b b b
/fd[0191+0292]:Cl/fd91+02/fd92-

D U kaz. Uk&me sifeba dikaz prviho tvrzen.

Bud dano e > 0. Podle n&eho pedpokladu existijkalibry ¢, € #[a,b] a
dy € 9[a, b] takow, Ze plat

b
(0,8) e (8;) = |Stag(0,8) —/ fidg) <e proi=1,2.

Pro = € [a,b] polozme 6.(z) = min{d;(z),d2(x)}. Ozn&me h=c; f1 +cs fo.
Protaze pro kadé (o, &) € #(6.) plat

v(o)

Shag(0,€) =Y (1 f1(&) + e f2(6) l9(0) — g(051)]

j=1
=1 87,0g(0, &) + 2 Spyng4(0, ),



132 KURZWEILOV-STIELTIESUV INTEGRAL

dostivame

‘ShAg<a'7€) - Cl/bf1 dg — Cz/bfz dg’

Stinglo /f1 dg‘ + |e2

< e

Srag(o /fz dg‘
< (|ex| + |ea]) €.

Odtud & n&se tvrzeibezprostedre plyne.

Druhé tvrzen véty by se dokazovalo obdoéra dikaz Ize ponechatteréri
jako cviceri. O

b
6.9 Veta. Jestlze existuje integﬂ/ fdg ajestlzec,d] C [a,b], pak existuje

d
také integ@l / fdg.

D U k az je analogick diikazu \éty5.16a Ize ho penechatteréfi jako cviceri.
O

6.10 Cvicen. Dokazte drule tvrzen vétyl6.8 a vetu6.S.
b
6.11 \Veta. Necht f, g:[a,b] = R a c€|a,b]. Integrél/fdg existuje pave

c b
tehdy, kdy existuj oba integaly / fdg a / fdg. V takoeem gipace pak
plati rovnost ‘ ‘

/abfdgz/:fdﬁ/cbfdg-

Dlkaz. Je-lic=a neboc=1b, je tvrzen véty trivialni. Nechtje tedyc € (a, b).

b
a) Existuje-li integal / fdg, pak podle ety 6.C existuj také oba integaly

/acfdg a/cbfdg.

c b
b) Necht / fdg=1, a / fdg = I,. Bud danoe>0. Zvolme kalibry
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3L edla,cl, 6! €9[c,b] tak, aby pro gechna znéeré § -jemra céleri (o, &)
intervalu [a, | a v8echna’-jemra cleri (o, £") intervaluc, b] platilo

S(e. &)~ Ll <5 a|S(e". &) — bl <. 6.7)
Definujme nyfkalibr §. na[a,b] pfedpisem
min {6/ (z), 1 (c—xz)}, kdyz z€la,c),
0c(x) = q min{07(c),67(c)}, kdyz = =c,
min {&/(z), + (x— )}, kdyZ z € (c,b].
Potom,

1 I
x+55(x)§x+z(c—x)<c, je-li z<ec,

1 L
x — 6:(x) Za:—z(x—c) >c, je-li x>c.

Pro zadré z # ¢ tedy nentize byt c€ [z — d.(z), z + d.(x)]. Pro k&de §.-jem-
né zn&eré cklen (o, &) intervalu [a, b] tudiz existujek €{1,2,...,v(o)} tak,
ze &, = c. Mlizeme tedy fedpokhdat,ze plat o, <o), =&, =c= &1 < Oyt
Kdyby bylo 0,1 < ¢= &< oy, upravili bychom gisluSny Clen v sodtu S(o, &)
nasleduicim zplisobem:

f(e)lg(on) = gloe—1)] = f(e) [g(or) — g(c)] + f(c) [9(c) — glor—1)]-
Existuji tedy (o/,¢') € 7 [a,c] a (a”,¢") € 7 [c,b] takow, Ze

(0",&") € (0 [a, c)C (6 [a,c]), (0", €") € (83 [e, b])C (673 [c, b])
o=0'Uc" £=(£'.¢"), S(0,8)=5(c"¢") + S(c".&").
Vezmeme-li vivahu take (6.7), vidime, ze plat
1S(,€) — (I + I)| = |S(0",&") + S(0",&") — (I + I)]
<|S(0’,&") = | +|5(e",&") — L] < ¢

b
pro kazdé (o, &) € o7(0c; [a, b)) neboli/ fdg=1+1I. O
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b
6.12 Pozamka. Jestlze existuje intedil (0) /f dg, pak existuje tak KS-in-

b
tegral/fdg a ma tu€z hodnotu. Je-li to# (§ )/fdg—IeR pak pro kade

>0 existuje A, >0 takow, ze |S(o,€) — I| <e plati pro VSechna znéera
déleri (o, &) intervalu [a, b] takow, ze |o| < A.. Potomd.(z)=A./2 je kalibr
b

s vlastnostmi zartujicimi rovnost [ f dg=1.

a

b
Na druhou stranu, existuje-li integr [ fdg=1 a jestlze pro kade >0

Ize najt kalibr 6. € #[a, b] takowy, Ze plat ilnf{(ig(x) cx€lfa,bl} >0 a
|S(07€)_I‘ <& pro kEECb@TvE)Ed((S)?
b
pak talé (5)/f dg=1. PolaZime-litotiz A.=inf{0.(x): x € [a,b]}, bude platit

|S(0,&) —I| <e prokade(o,€) € 7([a,b]) takowk,ze|o|<A..
Nasleduici véta popisuje vztalio) RS- integialu a KS-integalu.

6.13 \eta. Jestlize existuje inte@d ( / f dg, pak existuje tak KS-integral

/afdg aplaﬁ/gfdg /fdg

DUkaz. OznémeI= (o )/ fdg. Bud danoe >0 a nechto. € 2[a,b] je
déleri intervalu [a,b] z definice (0)RS-integalu. Ozn@&me jeho body takze
budeo.={so, s1, ..., Sn}, a definujme
}L min{|r — s;{:j=0,1,...,m}, kdyz z¢o.,
de(x) =
1, kdyz z € o..

Budiz (o, &) libovolné é.-jemré zn&eré celeni intervalu [a, b]. Analogickymi
Gvahami jako v @kazu ety 6.11zjistime,ze mus byt

o: C {517 527 cee 751/(0‘)}- (68)

Dale

S(,6) =3 |/(&)lo(e3) ~ &)+ &) 0&) ~ 905 0] | g.g)
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kde o' = {007 617 01, 527 s 751/(0')7 01/(0')}7 Sl = (617 517 527 527 s afl/(o‘)a 51/(0'))
(Stane-li seze pro jake k je 0,1 =&, neboé&, = oy, je tfeba takoe intervaly
[0k_1,&] nebo[&, or] a prisludre zn&ky v (o, £’) vynechat.)

Podle 6.9) je . C {&,&, ..., &)} C o'. Vzhledem k rovnostild.9) a
definici délen o, odtud plyneze

15(,8) — 1| =[5(c"&") — 1| <

a podle definic®.2to znamea, ze/ fdg=1. u

6.14 Hiklady. VSimréme si ktegch specificch vlastnostKH-integralu.

() KH-integral je Zejmé zobecenim klasickeho Riemannova integiu.

(i) Necht f(z) = 0 naa,b]\ D, kde D je spd&etra podmndina [a,b],
D ={d,}. Bud dano libovolré £ > 0. Definujme

1, kdyz = ¢ D,
55(217) - e
M (L [ f(d)])’

Necht (o, &) € #(.). Ozn&mem =v(o). Potom

M3

— 05— 1]-

]:
& eD

Pro ka&dé j takow, ze &; =d;, € D pro réjaké k, mus podle definice kalibru,

g
< . Odtud plyneze
IS Ok 1 [ fdp)]) pPynes

1
‘<Z|f 2k1+|f S Z_k:‘

platlt 0; —

b
Podle definicé&.2to znamea, 2e/ f(z)dz =0.
¢ b
(iii) Necht existuje Newtodyv integél (N)/f(x) dx=F(b) — F(a), kde funk-
ce F' je spojita naja, b] a plat ’

F'(xz) = f(x) prokadex e (a,b), F'(a+) = f(a), F'(b—)= f(b). (6.10)
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Uk&zemeze pak je KH- mteml/ f(z) dz roven F(b) — F(a).

Nechtje danoes > 0. Vzhledem k6.10) a podle definice derivace pro kde
€ € [a, b] existujed. (&) > 0 takow, Ze plat

[F(x) = F(§) = f(&)(x = &) <

€
—— ¢

pro VSechna x € [a,b] N (£ — 0-(), £ +6:(¢)). Bud (o, &) libovolné o-jemré
déleri intervalu [a,b] am=v(o). Potom pro kadeé j € {1,2,...,m} mame
|F(0j) — F(oj_1) — (&) o — 01
< |Foy) = F(&) — f(&) oy — &l
+[F(&) = Flog-1) = (&) & = 05-1]]

€ 9

< g (o =&l +1& = 0jal) = g—loj — 0j-1],
atudz
[F(b) — F(a)] ~ 5(c.£)|
= |3 (Flo)) = F(o) = £(&) loy = 4] |
< Y |F(0)=Floi-0) = (&) [oi=0y)| < 7= D [o3=0y-1] =<
|16 F(a)

6.2 Existence integ@alu

V prikladech6.14jsme utili hodnoty réktegch KH-integalli pfimo z definice.
Nyni si ukdzeme, jak Ize v ékterych jednoducfich piikladech uéit z definice
i hodnotu KS-integalu.

6.15 Hiklady. (i) Z definice6.2je zZtejmé,ze je-li f(t)= f(a) na|a,b], pak

/Jdg:fmnmm—MM]a/gdf:o
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pro kazdou funkcig : [a,b] — R.
(i) Prolibovolnou funkcif :[a,b] — R plaf

b

f dX(T,b} = f(7-> pro 7 e [a’a b)7 (611)
b

fdxpe = f(7) pro 7 € (a, bl (6.12)
b

fdXa = —f(1) proTela,b), (6.13)
b
fdXjar =—f(r) prore(a,b] (6.14)

a a
b
f dX[T} =0 pro 7 ¢ (a, b). (6.15)

Ukazme si odvozenvztahl (6.11) a (6.12). VSechny ostafinse z nich @ odvod
powzitim véty6.11
Necht 7 € [a,b) a g(x)=x(-p)(x) nala,b]. Potomg=0 na[a, 7|, a tedy

/ fdg=0 podle gikladu (i). Dale necht

o) =141

1, kdyz ==,
Z($—7’), kdyz x € (7,b].

Analogicky jako v dikazu \ety6.11 zjistime, Ze pro kdde (o, &) € «#(5;[r,b])
mus byt T=00=¢&;, g(o;) —g(oj—1)=0proj=2,3,...,v(o). Proto

S(e.€) = f(7) [g(on) — 9()] = f(7) a / fdg=f(r).

Pomod véty6.11nyni uz dokoréime dikaz vztahu.11).
Vztah 6.12) se dokazuje analogicky. Tent@ltrovsem name 7 € (a,b] a

b
9(x) = Xrp)(x) prozx €fa,b] a / fdg=0. Polazime

{1, kdyz z =,

—(r—=x), kdyz z€la,7).
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Pro k&de (o, &) € #/(; [a, 7]) pak mBmeo, o) =&, () =7, atedy

5(.6) = J0) o) — gl )1 = S0 & [ 7dg=sio)

(iii) Pro libovolnou funkcig regulovanou nda, b] plaf

b

/ Yoo A = g(b) — g(r+)  pro € [ab), (6.16)
b

/ X[r,b] dg = g(b) - 9(7__) pro 7 e (a’a b]7 (617)
b

/ Niar dg = g(r+) —g(a)  pro 7€ a.b), (6.18)
b

/ Nar dg = g(r—) — gla)  pro 7€ (a,b] (6.19)

a a
b

/ X dg = g(7+) —g(t—) pro 7€ (a,b). (6.20)

Opét se omeme na dikaz prvich dvou vztal.
Nechttedy nejprver € [a,b) a f(z) = x(-»)(z) nala,b]. Potom je

[ rdg=o

Bud danocs > 0. Zvolme nyn 7 > 0 tak, aby bylo|g(7+) — g(x)| < e pro kazde
x € (1,7+n) adefinujme

1, kdyz 2=,
o(x) =141 3
Z(SL’—T), kdyz x € (7,b].

Pro k&dé (o, &) € «7(6;[,b]) nyni mud byt 7 =0, =¢; atedy
5(e,€) — [ (b) = g(7+)]]

| -9 UV(U 1)} =+ [g(o-u(o ) g(UV(a)—Q]
+[ (02) = g(o0)] = [9(b) — g(7+)] |
= \9(T+) — g(o1)]-
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Prot@ze 7 < oy < 7+ d(7) =7+, plyne odtud a z definice, ze
1S(0,8) —[9(b) —g(r+)]| <& prokade (o,&)€(d;[r,b]).

Tudiz

/abfdg:/andg+/bedg:g(b)_g<7_+)’

tj. plati (6.16).
Ve drurem dipact je 7 € (a,b] a f(x) = xjrp1(x) Pro € [a,b]. Mame

/ fdg = g(b) — g(r).

Zvolme n > 0 tak, aby platilo|g(7—) — g(z)| <& pro kadé x € (r —n, ), a de-
finujme

n, kdy2 T=T,
o(r) = {1 y
Z—l(T—%), kdyz x € [a, 7).

Tim si opet vynuime, ze pro kadé (o,&) € #(0;[a, 7|) buder =0,(0) =&0(0),
atudz

S(o,€) =[g(7) - g(UV(a)—l)]a

kde 0,(0)-1 € (T —n, 7). Jako v fed&lem @ipack odtud plyneze plat

[ #da=atr)-g(r-), tj./abfdg:/;fdg+/bedg:g(b)_g(T_)_

Pokud jde o existenci integlu, nizeme podle cveri 2.34 (i) vySe uvedea
priklady shrnout do asleduiciho tvrzen.

6.16 Disledek. Jestlze g € Gla,b] a f € S[a,b], pak oba integaly

/abfdg a /abgdf

existuj.
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6.17 Cviceni. Dokazte rasleduici tvrzen:

Necht h:[a,b] =R, ceR, D={dy,ds,...,d,} Cla,b] @ h(z) = ¢ pro
x €la,b]\ D. Potom

b
/ fdh = F(B) h(b) — F(a) h(a) — (F(b) — f(a))
pro kazdou funkcif : [a, b] — R.

(Navod: funkcih zapsme ve tvaruh(z) =c+ Z [h(dr) — ] Xjay(2)-)
k=1
b
Dalsi véta poskytuje @akladri odhad pro intedal / f dg za gedpokladuze

g ma koné&nou variaci nda, b]. Na funkci f pfitom zadre zasadinomezei ne-
klademe. PochopitefnZze réalny vyznam bude it tvrzen véty pouze pro ppad,
Ze f je ohrantera naja, b].

b
6.18 \kta. Jestlzeg € BVia,b] a f:[a,b] — R jsou takoe, ze integél/ fdg
existuje, pak plat ‘

b
[ 14| < sl vart s (6.21)

b
Jestlze naic existuje tak integlél/ |f(x)| d]var?g], pak plai

b b
[ 14| < [ 17l divarig) < 7] varts (6.22)

D ik a z plyne z tohoze nerovnosti

v(o) v(o)

5(e,§)] < Z £ (€l lg(a;) = g(o51)] < Z [f(&)lvarg_ g <||fl vargg

plati pro kazdé zn&ere cBleri (o, &) intervalu[a, b]. O

Také daki jednoducly odhad integalu se ofra o definici KS-integalu.
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b
6.19 \eta. Necht g€ BV(a,b] a f:[a,b] — R jsou takoe, ze integ(al/ fdg

existuje. Gile nechtexistuj kalibr § € ¢[a,b] a funkceu: [a,b] — R nekilesaijci
na [a,b] takowe,ze

€la,b] a te(r—0o(r), 7+4(r))N]a,b] }
(6.23)
= [t=7|[f(D)lg(t) = g(T)] < (t = 7) (u(t) —u(7)).
Potom
/fdg‘ < u(b) —u(a). (6.24)

Dlkaz. Prokade 5-jemré zn&ere gleri (o, £) intervalu [a,b] mame podle
(6.23

Z | (lg(os) = g(&)1 +19(&;) — 9(o;-1)])

S
Jj=
v(a)
< > (uloy) —u(oj-1)) = u(b) - u(a).
j=1
Vzhledem k definici KS-inte@lu plyne odtud nerovnosé(24). O

Veéta6.18nam umani dokazat nejjednods$i vétu o konvergenci integitl.

6.20 \eta. Necht f:[a,b] =R je ohraniteré na [a,b], g €BV]a,b] a nechit
posloupnost f,,} funkd definovagch na intervalu[a, b] je tako\a, ze

b
pficent existuj vSechny integaly / fndg, n€N. Potom existuje takintegal

b
/fdg a plat

n—oo

b
lim fndg /fdg. (6.26)
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DlOkaz. a) Protbe f je ohranters, plyne z pedpokladul.25), Ze existuje
no € N takow, Ze plat

I full <1l +1 <00 provsechnar>n.

Podle \ety 6.18tedy mame

b
/fndg‘ < (Ifll+1)vart g < oo provsechnan > n.

Podle Bolzanovy-Weierstral3ovyety (viz vetu2.19 tedy existuj rostoud po-
sloupnost{n;} C N acislo I €R takow,ze plat n, >n, a

hm / fn,dg=1. (6.27)

b) Ozn&me

_/bfnkdg prok eN,
S1(0.€6) = Sp,a0(0.€) PrOkEN, (0,€)€ 7 [a.b].
S(e.§) =Spag(0,8) pro (o,§) €7 [a,b].
Bud danoe > 0. Vzhledem k[6.25) a (6.27) mlizeme zvolitk, € N tak, Ze plat

Iy —I| <e alfu, — fll<e pro k> k. (6.29)

(6.28)

Dale nechtd, € [a, b] je kalibr nala, b] takovy, Ze pro \Bechnaj,-jemma zna-
Cera cBleri (o, &) intervalu[a, b] plaf

|Sko(0,€) — Iy | <& (6.30)
Pro k&dé (o, &) € #7(5y) mame podle§.29

v(o)

S(0.€) ~ Si (o |_]Z (&) = Fuy (&) (9(05) = 9(05-)|

< ||fnk0 — [l V(g,o) <evar, g.
Tudiz, vzhledem ki6.29 a (6.30), dosvame
|S(Ua£) - [‘ < ’S(O’,E) - Sk’o(o-asﬂ + |Sko(a7€) - Iko’ + |Ik0 - [|
<e(vartg+2)
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pro kazdé (o, &) € «7(0). To znamea, ze plat

/fdg—[—hm/fnkdg

c) Kon&né, poiitim vét6.8al6.18dostaneme

b b
/fndg—/fdg’§||fn—f||varf;g pro kazde n e N.
Plaf tedy i (6.26). O

Nyni miizeme formulovat prvivyznamr@jsi existergni vysledek.
b
6.21 \eta. Necht f € Gla,b] a g€ BV]a,b]. Potom integél/ f dg existuje

a plat (6.22).

D O kaz. Podle &ty4.&(ii) existuje posloupnosf f,,} jednoduckich skokoych

funkdi, kterd konverguje stejnodrmé na[a,b] k funkci f. Podle disledKi2.16
b

a6.16integral/fn dg existuje pro kade n € N. To znamea, Ze podle ety 6.20

b
existuje take integél/f dg aplat (6.26).
Ztejmeé |f| € Gla,b]. Podle Fedeslé ¢asti dikazu tedy existuje takintegal
b
/ |f(z)|d][var? ¢], atudz podle \&ty6.18plafi (6.22). |

6.22 Hiklad. UkaZzeme sijednu netrigini aplikaci vetl6.19a/6.21.
Méjme funkcih: [a,b] — [0, 00) neklesédici a zleva spojitou nda, b]. Doka-
Zzemeze pro kade ke NU {0} plaf

b k+1(72\ _ 1 k+1
/h’“dhg h (bl)ﬁff (@) (6.31)

Posimréme si nejprve toh@e podle ety6.21integél na le\e stra@ nerov-
nosti 6.31) existuje pro kadé k€ NU{0}. Formule 6.3]) trivialné plat, je-li
k =0 nebo je-li funkceh konstantin Predpokbdejme tedyze i neni konstantin
Bud dano libovolre & € N. Podle \ety6.19potrebujeme naf kalibr § takow, ze

k+1 — hFEHL(F
(t —7) hE(7) (h(t) — h(7)) < (t—T) d (t,)H? ) (6.32)

pro T €la,b] a te(r—0o(r),7+(r))NJa,b].
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Po provedenelemenérri Gpravy

FHL(E) — Rt (o

si snadno rozmyghe,ze prodaa t, 7 bude platlt nerovnost v6(32) bude-li
1 <& o
I PAGIACR (6.34)
=0

Vzhledem k mondinnosti funkceh je h*~i(t) > h*~i() pro t € (,b]. Odtud
okantité plyne,ze nerovnosid.34) plafi prot € (7,b].
Na druhou stranu, ily spojitosti funkceh zleva, pro kdadé < >0 a kazde
7€ (a,b] existujed(r) >0 takowe, ze plat
hk—i t hk—i . E
(t) > Wi (r) - %

prokadéte (r—o(r), 7] akade i€{0,1,...,k}, kde
A= max{||h'||:i=1,2,...,k}.

Zfejmeé je 0 < A < oo. To dale znamea, Ze je

1 k k

R 2T > o 2 (W) =l ELGEE

prokade >0, 7€ (a,b] a te(r—i(r),7].

Polazme j&t 6(a) = 1. Potom ntizeme n&elvahy shrnout takze nerovnost
(6.39 plat pro kazde ke NU{0}, 7 € [a,b] a te (1 —=5(T), 7+ (7)) N [a,b].
Plat tedy talé (6.32) a pomot vety6.19 kde pold@ime
hk+1<t>
_ _ _

F(t) = B(0), 9(t) = h(t) @ ult) ==

dostaneme tedy kogee (6.31).

pro t € la,b], (6.35)

6.23 Cviceri. Dokazte tvrzenm:
Nechtfunkceh: [a,b] — [0, 00) je nerostouta zprava spoji na [a,b). Po-
tom pro k&ce k€ NU {0} plati

/bhk dh > hk-i—l (b) o hk+1 (a>
a - k+1 '
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Nasleduici konvergegni vysledek je tak trochu symetrighk vé®6.20

6.24 \Eta. Necht f:[a,b] - R je ohrantera na [a,b], g € BV[a,b] a necht
posloupnost{ g, } funkd definovagch na intervalu[a, b] je takowa, Ze plat

lim var’ (g, —g) =0,

b
pficent existuj vSechny integaly / fdg,, neN. Potom existuje tak integal

b
/fdg a plat

b b
lim | fdg, :/ fdg. (6.36)
D Uik a z. BeZljmy na obecnosti izeme pedpokbdat

gn(a) = g(a) =0 provsechnan € N.
Dale je dikaz podobi dlikazu \ety6.2Q Existujen, € N takowe, ze plat

var’ g, <var® g+1 provsechnay > ny.

Podle \ety 6.18tedy mame

Lvd%

a podle Bolzanovy-WeierstraBovety (viz vetu2.19 tedy existujCislo I e R a
rostoué posloupnost{n;} C N takow, Zze plat n, >ng a

b
klim/fdgnk =1

Podobr jako v £.28 ozn&me

< |Ifll (vart g+1) provsechnan > ny

Si(0,€) = §ngnk (0,€) pro keN, (o,&) € 7 [a,b], (6.37)
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Bud danoe > 0. Zvolme k, € N a kalibr 6, € #[a, b] tak, aby platilo

’[ko - I‘ <g, Varg (gnko - g) <€

|Sko(0,8)] — I, | < epro(o,§) €. (dy).
Potom pro kadeé (o,&) € ﬂ(éo) mame

5(0,€) = i (@.€)| =| Zf &) [9007)=9(05-1) = g, (03490, (03-1)]|

< HfH V(9uy, — 9,0) < || flIvarg (g, —9) <<l
Pro k&dé (o, &) € o7 () tedy plat
1S(0, &) — 1
< [5(0,8) = Sko (0, &)| + [Sko (07, &) — Ly | + [ Ly — 1
<e(If+2).
Odtud plyneze

b b
/fdg:[:klirn fdgn,.
Konetne, opetovrym powzitim vét6.8 a6.18dostaneme

b b
/fdgn—/fdg‘ < | fllvar® (g, —g) prokadeneN.
Plat tedy (6.36). O

Predpokbdejme,ze funkce f je regulovad nala,b] a ¢ ma kon&nou va-
b

riaci na [a,b]. Podle ety 6.21 potom existuje integd | f dg. Pro aplikace

potfebujeme ale ddkzat,ze tento integal existuje i v symeatrick situaci, tj. kdy
f€BV]a,b] ageGla,b]. To bude nyhnasim cilem.

Podle \ety2.39mbizeme funkcif rozlozit na soéet spojie funkce f ¢ s ko-
netnou variac a skokoe funkce fB. Podle cvieri 5.56 a vety(6.13 existuje in-

tegral/ f€dg. Vzpomeneme-li si na lemma.4Z, podle ktegého existuje po-

sloupnost jednodugich skokoych funkd {f2} C S[a,b] stejnonérné konver-
gujici k £B na|a,b], nahednemeze ram st&i dokazat konvergetni vétu, ze
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které by plynulo,ze plat

b b
lim [ fPdg :/ fBdg. (6.38)

b
(Integraly/ fBdg existuj podle disledku6.16pro n € N, nicmérg véta6.20a
ani véta6.2a4-platnost rovnosti.38) nezarduji.)

Nasleduici véta poskytuje odhad symetrick odhadu 6.21) z véty6.1&
6.25 \eta. Nechtfunkceg ohranitera na [a,b] a f € BV[a,b] jsou takoe, ze

b
existuje integal / f dg. Potom plat

b
[ 10| < (5@]+ 170 +vart 1) o] (6.39)

Dlkaz. Prolibovol@ (o,£) € 7 [a,b] mame

S(o,€) = f(&)[g(o1) — gla)] + (&) [g(o2) — g(o1)]
+ o+ f(Em) [9(0) = g(om-1)]

kdem=v(o), {, =a a1 =>. Odtud plyneze

S(e, )1 < (£ @1+ 1F®]+ 21 €)= &) gl

Nerovnost

(e, &)1 < (If(a)| +|£(b)] +var f) 9] (6.40)
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tedy plat pro kazdé (o, &) € 7[a,b]. Odtud & tvrzen (6.39 okantité plyne.O

Nyni dokdzeme konvergdini tvrzeri, ktere zardi, ze bude platit pdebry
vztah 6.39).

6.26 \eta. Nechtfunkceg je ohraniteré na [a,b], f€BV][a,b] a nechitpo-
sloupnost{ f,,} C BV|[a, b] je tako\a, ze

b
/ fndg existuje prokade neN a lim | f, — f|lgv = 0.
b
Potom existuje taédnteglél/ fdg aplat

b b
lim fndg:/fdg.
Dlukaz. Podle 6.8 al6.25je

b b
/fndg—/ fmdg‘§2||g\| Ufo — fullsv  prolibovolram, n € N.

b
Posloupnost{/ fn dg} je tedy cauchyovska existujel/ € R takow, ze plat

b
lim [ f,dg=1.

n—oo

b
Ukazeme,ze [ fdg = I. Bud dano libovolré ¢ > 0. Zvolme ny € N tak, aby
platilo

b
[ fdg=1] <= a llfa fllav <=

Déle zvolmed. € ¢|a, b] tak, aby pro kadeé (o, &) € «7(4.) platilo

$u(0.6)~ [ g <=
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kde S, (0, &) = Sy, a4 (0,€). Podle 6.40) pro libovolré (o, §) € 7(5.) mame
}S(O’, 5) - Sno (0-7 é)‘
< (1f(@) = fao (@] +170) = fuo®) | +vark (f = fur)) gl

S 2 ||f - fno”]BV HgH

Souhrnem, pro libovoka (o, &) € «(6.) dostivame

5(0, &) =1

b
< |5(0.€) = Sun(0,)| + [Su(e.€) [ 11 ]

b
/afnodg—f‘

<2f = fuollv llgll +2& < e2([lgll +1).

_|_

Odtud plyne rovnost

b b
/fdgz[zlim/fndg. -

6.27 Poziamka. Ve zbyvajicich tvrzernch tohoto odstavce a jejichCidazech
pouzivame disledré konvence (x) ¥Jmluv a oznéeri a klademe f(a—) = f(a)

a f(b+)=f(b), 1.
A" f(a)=ATf(0)=0, Af(a)=ATf(a), Af(b)=A"f(b) (6.41)

pro kazdou funkci f regulovanou nda, b]. V tomto smyslu je iteba i rozungt
symbofim pro funkcef(z—), resp. f(x+) definovam na[a, b]. Plipomaime,ze
je-li f regulovai nala,b], pak podle dsledku4.10jsou take funkce f(z—) a
f(z+) regulovam nala,b] aplat (4.4) a @4.5).

Nyni uz budeme urét dolkazat Kzery existertni vysledek.

b
6.28 \eta. Jestlze f € BV|a,b], g € Ga, b], pakintegél/ f dg existuje a pla-
ti (6.39. ‘
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Dlkaz. NechtgeGla,b], feBV]a,b] a D je mndZina bodi nespojitosti
funkce f v [a,b]. Podle \ety2.21je D nejwsSe sp@etra. HFedpokhdejme ze je
nekon€na, tj. D = {d;}.

Necht f = f© + fB je Jordadv rozklad funkcef na spojitoutast f ¢ a sko-
kovoucast f B definovanou jakaf, v (2.26). Polazme

= Z A” f(dr) Xiap0) () + Z AT f(dy) X (d 5] (%)
k=1 k=1

proneN a z€la,b]. Ztejmé fBeS|a,b] pro kazde neN a podle lemma-
tu2.42plat

lim || fB — fB|lgv = lim var’ (f®— fB) =o0.

b
Dale, podle dsledku6.16 integral/ fBdg existuje pro kide n € N. Integil

b
/ fBdg tedy existuje podle&ty6.26

b
Podle cvEeri 5.56 a ety [6.13 existuje tale integél / fCdg a integal

b
/ f dg tedy existuje podle &ty 6.8 Konetné, podle ety 6.25plafl take (6.39.
Modifikace dikazu pro pipad,ze mndina je D kone&na, je Zejma. O
Primym diisledkem @t4.4, 6.8 a6.28je nasleduici konvergeini tvrzeri.

6.29 Disledek. Jestlze g, € Gla,b] pro n€N a lim ||g, —g| = 0, pak pro
kazdou funkcif € BV|a, b] plati

b
lim f dg, / fdg. (6.42)

n—oo

Nasleduici tvrzeri navazuje na tkaz \éty 6. ZE.a dava navod k Wpoctu in-
b

tegalu | fdg, je-li znama hodnota integtu fcdg, kde ¢ znai spojitou

gast funkce .



STIELTIESUV INTEGRAL 151

6.30 Disledek. Jestlze f € BV[a,b], g € Gla,b], D je mnaina bodi nespoji-
tosti funkcef v [a,b] a f€ je spojita East funkcef, f€(a) = f(a), pak

/abfng:/abedg

+ Y [ATF() (9(b) = g(d=)) + AT f(d) (9(b) - g(d+))]-

de D

(6.43)

D U kaz. Podle \éty2.21je mna&zina D nejwse spéetra. Fedpokhdejme ze
je nekonéna, tj. D = {d,}. Ozn&me fB=f— € a

n

L) =) [Af(di) Xpap0y(x) + AT F(dr) X(a,0)(x)] Pron €N a € a,b].

k=1
Podle lemmati2.42je
lim [|£,2 = f®|ley = lim var, (f®—f2) =0
a podle ety6.26tedy plat
b b
/deg: lim/ fBdg. (6.44)
Dale podlel6.16), (6.17) a vetyl6.& mame
b
124
=3 (A £(dh) [9(b) — glde=)] + AT £(dx) [9(6) — g(dh)] )
k=1

(6.45)

pro kazde n € N. Na druhou stranu, podldidledku?2.27je
D AT f(dk) (g(b) — g(di—)) + AT f(di) (g(b) — g(dy+))]
k=1

<2]gl' > (1A Fd) | +1A*F(d)]) < 2 lg]] (varf) < oo
k=1
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Diky (6.44) a (6.45) tudiz dosavame

b

fBdyg
s (6.46)
= > (A7F(d) (906) = 9(dim)) + AT F(dh) (9(8) = g(dit)) ).
k=1
Plaf tedy (6.43.
Modifikace dikazu pro pipad,Ze mna@ina je D kon&na, je Zejma. O

V situaci symetrick k disledku6.30mame

6.31 Lemma.Jestlze f € G[a,b], g €BV]a,b], D je mna&ina bodi nespoijitosti
funkceg Vv [a,b] a g€ je spojita tast funkceg, ¢€(a) = g(a), pak

b b
[1do=[ £ag°+ 3" s Agta), (6.47)
a a de D
kdeA g(a)=A%"g(a) a Ag(b)=A" g(b).
D & kaz je analogickdiikazu disledku6.30a je ponechncteréfi jako cviceri.
O

6.32 Cvicen. Dokazte lemmab.31 (Navod: vyiijte lemma2.42a vetu6.20a
postupujte jako p diikazu disledku6.3Q)

6.3 Integrace per-partes

Pro dikazy disledku6.30a lemmatu6.31byly uzitetné priklady6.15 Nasledu-
jici technicka lemmata jsou pé¢bra pro dikaz \Bty o integraci per-partes, kéer
je nasim dakim vyznamm@jsim cilem. Také v jejich dikazech budouiiklady6.15
Vyuzity.

| v tomto odstavci @sledé wivame konvenci (x) AJmluv a oznéer.
Pfipomaime tedy pozamku6.27a vztahy 6.41).

6.33 Lemma.Nechth € BV|a,b], ce R a D C [a, b] je nejySe spéetra mnai-
na takow, ze plat

h(x) =c pro x€la,b]\ D. (6.48)
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Potom pro kadou funkcif € G[a, b] plati

/ fdh = F(b) h(B) — f(a) hla) - c (Fb) — f(a) (6.49)
a a
/ hdf =clf(b)— f0)]+ 3 [hld) — c] Af(d), (6.50)
a de D

kde, jako obvykleA f(a) =A™ f(a), Af(b)=A" f(b) a sol&et na prae straré
vztahu(6.50) je tfeba chapat ve smyslu uvedem v pozamce2.26

DUkaz. Nechtf € G[a,b] a nechth € BV|[a,b] spiiuje 6.48. Potom mus
platit (rozmyslete si tivody)

h(z—)=h(z+)=h(a+)=h(b—)=c prokadez e (a,b),

A"h(z) = h(z) —c = —A%h(z) pro x € (a,b),
A*h(a) = h(a)—c a A h(b) = h(b) —
Pfredpokhdejme ze mnaina D je nekonéna a ozname jej prvky tak,ze bude

D =1{d,}. Vzhledem k tomuze h ma koné&nou variaci, muisplatit (viz disle-
dek2.29).

Z|h (dy) —¢| = Z|A h(dg)| + | AT h(dy)| < var® h < co.

Odtud plyne,zeradaz (di) — ¢) x(a,)(x) absolut@ konverguje prac € [a, b].

k=1
Skokowa funkce

=Y (h(dy) = ©) Xa(¥)  pro z € [a,b]

k=1

je tedy korekt@ definodna a rd koné€nou variaci nda, b| (viz odstavce2.6 a
2.6). Funkci h mlizeme vyadit ve tvaru h=h<+ hB kde h¢(z) = c je jeji
spojitacast ah® je jeji skokowa cast.
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Definujme

he(x) = (h(dk) = ¢) Xg,)(r) pro z€[a,b] a neN.

k=1
Potom podle lemmaiR.42plat lim |22 — h®||zv = 0 a podle &t6.2Z a6.26
dostivame

b b b b
lim fdhn:/fdh a lim hndf:/hdf. (6.51)

n—oo n—oo
a a

Na druhou stranu, podldigladt6.15(ii), (iii)) m ame

b
/ £ dhy = F(B) hu(B) — F(a) hu(a) — ¢ (F(b) — f(a)
a

/ hadf = c[F(B) = f(a)]+ S [h(dy) — c] Af(dy)
k=1

a

pro kazde n € N. Odtud & vzhledem k|§.51) vztahy £.49 a (6.50 okanvité
plynou.

Modifikace dikazu pro pipad,Ze mn@ina je D kon&na, je Zejma. a

6.34 Cviceri. Pomog¢ lemmatu6.33dokezte, ze je-li 7 € (a,b), x€R a

0 kdyz t<r,
g(t) =1 »x kdyz t=r,
1 kdyz t>rT,

b
pak/ v gdg = p(r) > pro libovolnou funkciy € BV |a, b].
(Navod: poldte h(t)=p(t)g(t) pro t€la,b] a sp&téte pomotlemmatu in-
b

tegraly/ hdg a/ hdg.)

6.35 Lemma. Necht h € G[a,b], cER a necht D C [a,b] je nejse spdetra
mnaina takow, ze plat (6.48). Potom pro kadou funkcig € BV|[a, b]| je

b
[ adh=g(6)h®) - g(@) h(a) ~ ¢ (50) - g(a) (6.52)
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/hdg:c[ +Z ) —c]Ag(d), (6.53)

deD

kde ot Ag(a) =A7 g(a), Ag(b)=A" g(b) a solet na prae straré (6.53) je
tfeba clapat ve smyslu uvedem v pozamce2.26
Dl kaz. Fedpokhdejmeze mnadina D je nekoné€na, tj. D = {dy}.
Funkceh sphuje 6.48 prave tehdy, kdy
h(x)—c, kdyz xeD,

h(z) =c+ @)

0, kdyz x ¢ D.
Powsimnéme si,ze odtud, podobijako v dikazu lemmatis.33 plyne,ze

h(z—)=h(z+)=h(a+)=h(b—)=c prokadézc (a,b)

Ah(z) = h(x) —c= —ATh(x) prokade z € (a,b).
ProneN ozn&me D,, = {d}}_, a

h(zx)—c kdyz z€ D,
hn(x) = c+
0, kdyz x ¢ D,, .

ha(z) = ¢+ Y (h(di) = ¢) X (x) Pro z€lfa,b] a neN (6.54)

|h(z) —¢|, kdyz z€ D\ D,

0, kdyz ©¢ D\ D,, .

Bud danoes > 0. Protdze mnaina €chk € N, pro néz je
|A™h(x) = |ATh(z)| = [h(dk) — c| > €,

muiZze nit podle disledki4.11jenom nejyse konény pocet prvKi, existujen.cN
takow, ze je ||h, — h|| < e pro kade n > n.. Jingymi slovy,

lim ||, — h|| = 0. (6.55)
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Dale, podle 6.54), véty 6.8 a formule 6.15 (viz té€Z cvicenl 6.17) ur€ime pro
kazdé n € N integraly

n

/ gdh, =S (h(di)—c) / 9.0 = 9(6) [h(B)—c] — g(a) [n(a)—c]

k=1
= 9(b) hn(b) = g(a) hn(a) — c[g(b) — g(a) ].

Podle 6.55 a podle disledku6.29tedy mame

b b
/ gdh = lim [ gdhy, = g(b) h(b) — g(a) h(a) — ¢[g(b) — g(a)],

n—oo
a

tj. plati (6.52).
Podobm®, podle 6.54), véty 6.8 a formul (6.17), (6.18 a (6.19 mame pro
kazde n e N
b
/ hnodg=c( )+ Z / Xidx) dg

kde Ag(d)=A"g(b) jestlized=b a Ag(d) = A" g(a) jestlize d =a. SolLasre
ovSem plat podle £.55) a vetyl6.20

b b
/hndg: lim [ h,dg

n—oo
a

n

= c(9(b) = g(a)) + lim > (h(dy)—c) Ag(dy)

e k=1
=c( )+ i c) Ag(dy),
k=1
tj. plati (6.53.
Modifikace dikazu pro pipad,Ze mna@ina je D kon&na, je Zejma. O

Nyni uz miizeme dokzat \etu o integraci per-partes pro KS-intaty.
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6.36 Veta(VETA O INTEGRACI PERPARTES).
Jestlze f € Gla,b] a g € BV][a, b], pak existujoba integaly

/abfdg a/abgdf

a plat

/fdgf/gdfszm®%—ﬂMQW)
+ Y (ATf@)ATgl@) - AT f(a) AT
z € la,b]

kde A~ f(a)=A"g(a)=ATf(b)=ATg(b)=0 a solet na prae straré je
tfeba ctapat ve smyslu uvedem v pozamce2.26

g(@)) (6.56)

b b
Dokaz. Integﬁl/ f dg existuje podle @ty6.21a integél/ gdf existuje

podle \ety6.2& Dalea, podle dsledku4.10jsou funkce f(z—) aaA‘f(x) regu-
lovaré nala, b]. Navic, podle éty2.25mame

D |ATg(x)] < oo

z € [a,b]

Funkce Atg(z) je tedy podle definic2.33 skokowa funkce (A*g € Bla,b]) a
podle \ety2.35méa kon&nou varlaC| nda, b]. Zfejmé ma tudz kon&€nou variaci
na [a,b] i funkce g(x+) x)+ AT ( ). Podle \&t6.21 al6.28 tedy existuj

integraly /fd [A*g] /f /abgd[A_f)] a/abg(f)d[f(l“—)]~

MUzeme tedy pro@stlpravu

/Qfdg+/gdf
/f ﬁfamduu—ﬂ
/fd A*g] /gd[A I3

Pomoé dlisledku4.10 snadno o@ime, ze funkce AT g(z) sphuje 6.48 (kde
c=0ah(b)=0). Podle lemmatif.33tedy doshvame

/ F(@) d[A*g(2)] = —f(a) A*gla).
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b
Analogicky, podle lemmaté.35je /g(a:) d[A™ f(x)] = g(b) A™ f(b) Cili

b b
/ f(x) dlg(x)] + / o(o) d f(2)]
_ / F(@) dlg(e+) ] + / o(e) d f(z—)) (6.57)
T f(a) Atg(a) + A F(b) g(b).

Prvni integial na prae stra@ niizeme upravit na

[ 1@ doen)= [ sedoenis [ 5@ ). ©59

Funkce h(z) = g(z+) =g(z) + A*g(z) ma Zejmé kon&nou variaci nala, b,
h(z—)= ( —) pro z € [a,b] @ h(z+) = h(z) = g(x+) podle disledku4.10 t;.
Ah(x)=Ag(z) pro z € [a,b]. Prot&ze funkce A~ f(z) je podle disledku4.10

regulovam nala, b], dostaneme podle lemmau35
/ A~ f(z - Y A f@ (6.59)
z € [a,b]

kdyz polazime h(x) = A~ f(z) a na msté f bude regulovaa funkce

(o) = {g(w—i—), kdyZ z € [a,b),
g(b),  kdyz z=b.

Analogicky, podle lemmaté.35je

/ g(2)d fla—)] = / g(e+) [ f(z—)] - / Atg(z) d[ f(a—

/a g(z+)d Z Atg(

z € [a,b]

(6.60)

Podle disledku4.10je funkce f(xz—) spojita zleva na(a,b] a g(z+) je spojita
zprava nda, b). Podle \ety/5.55(ii) tudiz existuj oba o RS-integély

@) [ =) dlata)] a @) [ g dlr-))

a
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a podle ety6.13tedy existuj také oba KS-intedaly

b b
/ fa—) dig(et)] a / g(o+) dl f(2—)).

Podle ety o integraci per-partes pro RS-intatyr (véta5.50 mame
b b
/ flz—=) d[g(z+)] +/ g(a+) d[ f(z—)] = f(b=) g(b) — f(a) g(a+). (6.61)
Dosazeim (6.59—(6.61) do (6.57) dostaneme @e

/abfdg+/abgdf

= f(b—) g(b) — f(a) gla+) + f(a) AT g(a) + AT f(b) g(b)
+) (A’f () [A7g(x) + AT g(x)] — [A7 f(z) + AT f(z)] Ng(fﬁ))

z € [a,b]
= 0 g0) = fla)gla)+ > (A7f(@) A glw) = A* f(w) Atg(a) ).
z € [ab]
Dokazali jsme tedyze 6.5€) plaf. O

6.37 Pozramka. Pro KS-integal tedy nepldtvéta o integraci per-partes v po-
dobg, v jaké ji zname pro RS-inte@ly (viz vétu’5.50). Je to zfisobenoim, ze
obor funké pro kteg existuje KS-intedal je podstata SirSi nez obor funkg, pro
které existuj RS-integaly.

6.38 Cviceni. Dokazte,Ze za jiedpokladi véty6.36 plat

[r80=0) [ 1) s0ta - Y At

z € (a,b)

/fdg— /f ) dga+) + £(a + 3 A f@)

z € (a,b)

(Navod: vytrijte formule odvozea v priibéhu dikazu ety 6.36)
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6.4 Saksovo-Henstockovo lemma aé&které jeho di-
sledky

6.39 Lemma(SAaks-HENSTOCK). Necht f, g:[a,b] — R jsou takoe, ze inte-
b

gral [ fdg existuje. Necht >0 je dano a nechtd € %[a, b] je kalibr na [a, b]
tak0\5'7, Ze plat

b
‘S(a,ﬁ) —/ fdg‘ < e provsechna(o, &) e (9).

Potom pro libovolfy sysém {([sj, ti],0;):7=1,2,..., n} takow, ze

a<s <0<t <5< <5, <0, <t, <D, (6.62)
[si,t5] C [0; —0(0;),0;+6(6;)] proj=1,2,....n,
plati nerovnost

| Z 10 latt) = gt~ [ " ag| << (6.63)

DlUkaz. Necht{ ([s;,;],60;):7=1,2,....,n¢ je sysem sphuijici (6.62). Bud
J J

danon>0. Ozn&me ty=a, s 41 =>0. Je-li j€{0,1,...,n} at; <s;i1, pak,
vzhledem k pozamce6.5, existuj na intervalult;, s;,.] kalibr J; a ¢,-jemné
zn&ere ckgleri (o7, ¢’) takowe,ze §;(x) < §(x) pro kade z € [t;, sj41] @

\S(Jj,g)_[j“f gl < (6.64)

J

—|—1

Nyni sestavmei-jemre zn&ere celeri (p, n) intervalu [a, b] tak, aby platilo

Zf ) = g(s)) +ZSaJ &) = S(p,m).

(Je-lit; =s;,1, KlademeS(a7,¢’) =0.) Vzhledem k pedpokladim lemmatu te-
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dy mame
’ i (fwﬁ l9(t;) — g(s5)] = /t] f dg) +

= ’S(p,’n) —/abf dg( <e.

n

(store)- [ rag)

=0 J

Odtud a z/6.64) dostvame
> 6ot —ats) - [l
<[sto.m—[1ag] |3 (s@.&)— [ rag)| <con
a j=0 t

Protaze n > 0 bylo libovolng, plat (6.69). O

b
6.40 \Veta. Necht | fdg existuje ac € [a,b]. Potom plat

a

i ([ 7dg+£lo(e) - (@) = [ fdg. (6.65)

T—C
z € [a,b] a a

Dlkaz. Buddanos >0 a nechtd. € #[a,b] je takow kalibr, Ze

b
)S(a,ﬁ) —/ f dg’ < e plati provsechna(o, &) € 7(9.).

Pro k&dé x € (¢, c+ d.(c))N[a, b] vyhovuje systm {([sq,%1],01)}, kdet; =z a
sy =6, =c¢, podninkam 6.62). Podle Saksova-Henstockova lemmatu (viz Lem
mal6.39 tedy mame

7@/ lat) )~ [ fdg| <= (6.66)

c

Podobe, je-li z € (¢ — d.(c),c)N]a,b], pak poitim lemmatu6.39 na sysém
{[z, ¢], ¢} dostaneme nerovnost

) ot~ gto) ~ | fdg| <
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Pro k&dé = € (¢ — d.(c),c+6-(c)) N[a, b] tedy plat nerovnost§.66), a tudz

/acfdg_/azfdg—f(c) [g(c)_g(x)]‘
/cxfdg — f(c) [g(x) —g(c)]‘ <:

tj. plati (6.65. O
b
6.41 Disledek. Nechit [ f dg existuje,g € G[a,b] a nechtfunkceh : [a,b] — R

a

je definoana edpisem h(x) = / fdg pro z€la,b]. Potomh € Gla,b] a

h(t+) = h(t) + f(t) ATg(t) a h(s—) = h(s) = f(s) A7g(s)

protea,b) ase(a,bl. O
6.5 NeurcCity integral
6.42 Veta(HAKE). (i) Nech’t/xfdg existuje pro kace z € [a,b) a nechit
dim ([ £dg+s0)la) = gla))) = TR
b
Potom/fdgzl.

b
(ii) Nech’t/ f dg existuje pro kace z € (a,b] a necht

b

tim (/7 dg+ f(a) [o(x) ~ g(a)]) = TR

T
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Dlkaz. (i) a) Buddanoe > 0. Zvolme A > 0 tak, aby platilo

/mfdg+f(b) g(b) — g(x)] —I| <c prokade =z [b— A,b). (6.67)

b—a

Polzme z, =b —
Tk k+1

pro k€ NU{0}. Potom posloupnos{z;} je rostoug,

lim z, =0 a
k—o0

VkeN 36, €[, 14
(p.m) € (0); [a, 24)) = ‘s(p,n)_/ fdg‘<%, (6.68)

b) Definujme kalibré, na [a,b) tak, aby platilo
do(s) < o(s) a [s—do(s),s+d(s)] Cla, k]

pro kezdé k € N a kazdé s € [zy_1, 7).
Dale pro kadé s € [a, b) ozn&me symbolemk(s) jednozn&nré uriCere (iro-
zereCislo k takowe, ze s € [zy_1, o).

c) Dokézeme ze plat

\S(T,e)—/:fdg) <e } (6.69)

provsechna: € [a,b) a (7,0) € o/(do; [a, x]).

Necht je tedy dano z€[a,b) a nechtp € N je takow, ze z €[z, 1,1,)
(ti. p=r(x)). Dale necht(r,8) je libovolné p-jemré zn&ere celeri intervalu
la,z]. Ozn&mev(T)=r. Prok&de ke NN[l,p] akade j € NN|[1,r| takowe,
ze k(0;) =k, mame

Qj —51€<9]) < 0]' — 50(9j) < Tj—1 < T; < Qj +50(¢9]) < Qj +51€(9j)
Vzhledem k6.69) vidime,Ze pro ka&dé k € {1,2,...,p} sysém
{1,150, 05): 5=1,2,...,7, K(0;) = k}

splhuje gedpoklady lemmatit.39na miste {([s;,t,],0;):j=1,2,...,n}. Plaf
tedy

\ > 105 l9(75) — g(75-1)] —/j fdg) < 25—k pro kazde ke {1,2,...,p}.
k(0;)=k Tj—1
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Konetng,

IS (46 (o0 — o010 - [ rdg)]
k=1 r(6;)=k Tj-1

< S (@) —atml- [ sag)| <> 5=
k=1 k(0;)=k Ti-1 k=1

tj. plati (6.69.

d) Pol@me §*(z)= min{b — z, do(x)} pro z € la,b), §*(z)=A pro z=b.
Necht (o, ) je libovolné 6*-jemné zn&ere cBleri intervalu [a,b] a m=v(0o).
Potom musplatit ¢, =0,,=b, 0,1 €(b—A,b) a

S(0,6) - 1|=| mz 1(&) [9(03) = g(o5-0)+ F®) [9(8) = g(m1)] = 1|
< \f__lf@ l9(05) — g(o1)] - / "ty

+

[ dg 1) 190) - gl - 1]

Vzhledem k|6.69 a (6.67) (kde pol@dime x =o,,_1) tedy doshvame konéné
b
‘S(a,é) —1‘ <2e . / fdg=1.

Dilkaz tvrzei (i) se provede analogicky a poneniame hotteréri jako cviceri.
O

6.43 Cvicen. Dokazte tvrzen (ii) veéty 6.42a jeho rasleduici variantu:

b
Prfedpokbdejme,ze integal / f dg existuje. Nechfe dano z € [a,b) a nechit

tlir;trl+</atfdg—f(x) [g(t)—g(x)])zIER Potom/:fdg:[.
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6.44 Hiklady. Pomo¢ Hakeovy ety mizeme snadno a univeatnim zplisobem
odvodit vzorce, ktex jsme v iikladech6.15 odvodili pfimo z definice pomdc

b
vhodre volby kalibru. Nap. formuli/ fdxpe = f(7), kde 7€ (a,b] a f je
libovolna, odvodme takto ‘

b T
/de[r,b]Z/ de[T,b]

:lml([ffdmﬂq+fﬁ)hhwﬁ)—XhM@H):fﬁ7

t—7—

Podob®, pro7 € [a,b) a g € G[a, b] dostaneme pomotiakeovy Bty

b T b
/X[an’]dg:/ 1dg+/ X[a,‘r]dg

= o)~ gt + Jim ([ v do 411000~ o7)])

=g(t+) — g(a),
tj. plati (6.19).
6.45 Cviceri. Pomog Hakeovy \ety dokate i zyvajici formule z gikladl6.15

6.6 Substituce

Dalgéim diisledkem Saksova-Henstockova lemmatu dsleduici lemma, kteg
nam pontize dokazat \etu o substituci.

b
6.46 Lemma. NecHt/ f dg existuje. Potom pro Kak >0 existuje kalibr

d €%[a,b] takowy, ze nerovnost

v(o) .
>_|r(€) oty ~ st = [ | < 6.70)

j—

plati pro kazcé (o, &) € «7(0).
Dlkaz. Buddanoes >0 a nechtd € ¢[a, b] je kalibr takov, ze

)wmm—13d4<§
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plafi pro vS8echnaj-jemra zn&eré célenri (p, n) intervalu [a, b].
Bud dano libovolré (o, &) € «7(§). Ozn&mem =v(o) a

Jt = {je{l,Q,...,m}:f(fj) l9(;) — g(oj-1)] —/: fdg= O}

J = {1,2,...,m}\J+.

Sysém {([oj_1,0,],&;):j € J"} sphuje fedpoklady 6.62) z lemmatu6.39na
miste {([s;,t;],7;)}. Podle lemmatis.39tedy plat

Podob@

> |1t lte) ~ sty - [ ]

jeJ— 73
O'j €
| 3 (#) o) ~ gt = [ rdg)| <5
jeEJ™ 7j-1
Odtud & nerovnost.70) okanvité vyplyva. O

6.47 \eta (VETA o suBsTITUC)). Je-li funkceh:[a,b] — R ohraniera a in-

b
tegr’al/ f dg existuje, potom jakmile existuje jeden z infd§r

[ [“ras). [ s da)

existuje i druly a v takoem gipade pak plat

/abh(x) d[/;fdg} Z/abh(x) F(z)dg(z)].
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DUkaz. Podle &tyl6.9je funkce w(x) :/zfdg definova@ pro kade
x € [a,b]. '

a) Fredpokhdejmeze existuje integ'il/bhf dg. Bud danoe >0 a nechtd, je
kalibr naa, b] takovy, ze ’

v(o) o,

> [1&) 16 lo(e) o5l = | Cnpdg| <
a Jj=1 j

v(o) .

> |6 o) — gt - / | rag] <

Jj=1

plat pro kazdé o.-jemré zn&ere kleri (o,&). (Takow kalibr existuje podle
lemmatu6.46)
Bud dano (o, &) € #7(4.). Ozn&mem =v(o). Potom

>0 o)~ wioy 1 [ 174
<3 |hee [ 7da=hie) 1) ole) ~ atos-)]

- f [1(&) £(65) l9(0,) — gloy1)] / hfdg

<|nll )
j=1

+ 3 [bie) 16 o) ~ oty 101 | " hrddf

j—

| 1d9- &) lolo) — gloy-)

< ([[pll+1)e,

b b b
tj. existuje integal/ hdw a plaf / hdw:/hfdg.

b) Obracera implikaace by se doka%ovala poécﬁ)mpét za vydaté pomoci lem-
matub.4a O
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Pro KS-integal ovsem plai take tvrzen analogicla vetam5.47a5.4§ které
jsme dolazali pro RS-intedaly. Uvedeme alespnjedno z nich.
6.48 \eta. Pfedpokhdejme ze funkcep: [, 5] — R je rostoud a zobrazuje in-
terval o, 5] na interval [a,b] a necht f : [a,b] — R. Pak existuje-li jeden z in-
tegralll

b B8
L/ﬂ@wme /fwu»mmawm

existuje i ten drufz a plat rovnost a

B b
| s dgota) = [ #@ dlgo) (6.71)
D O kaz. Pogimnéme size protde ¢ je rostou¢a zobrazuje intervalky, 5] na
interval [a, b], mud byt ¢ i jeji inverze¢—! spoijite.
Pro dai zn&ere Bleri (p,n) € 7[a, 3] polozme
o;=¢(p;) Proj=0,1,....v(p) a & =a(n;) proj=1,2,...,v(p)

a o={00,01,....00p)}, €= (&.&,....&p). Potom (o, &) € 7(a,b]. Zna-
Cime (0,&)=9¢(p,n) a (p,n)=9¢ "'(o,§). Zfejme ¢~'(d,§) € 7[a,b] pro
(0,&) € Ta,b].

Pro dary kalibr & € #[w, 8] definujme kalibrs € #[a, b] tak, aby platilo
o T +(r)) < ¢ r)+0(p7 (1)) jestlize T € [a,b)
(6.72)

o Hr—8(1)) > oM7) —6(¢~ (7))  jestlize T € (a,b].

Nyni, jestlize roZifere céleni (o, &) € 7a, b] je o-jemre, pak podle.72) mame
pro kazde j=1,2,...,v(0)

p;i=¢ o) < THE + (&) < ¢7HE) +(¢7HE)) = m; +0(ny)

i =0 (01) > o7& —6(4)) > 071 (&) —6(67 (&) =y — d(my).
Cili ¢~(o,&) € «(0) pro ka&zdé (o, &) € «(5). Podobié bychom ke kademu
kalibru 6 € «[a,b] nasli kalibr s e9[a, 5] takow, ze ¢(p,n) € «(5), jakmile
(p.m)e ().
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Protaze

v(o) v(o)

> 1) [9(o) = gloj)] =D Femy)) [9(¢(p)) — 9((pj-1))]

j=1 Jj=1
pro kazdé (o, &) € 7a,b] a (p,m)=¢ (o, &), plyne odtud @ snadno dkaz
Vety. O
6.49 Cviceni. (i) Podrobm si promysleteaer dikazu fedesle véty.

(i) Formulujte a dokate analogii ety 6.48pro pfipad,ze ¢ je klesajci.

(i) Formulujte a dokate analogii ety 5.48
6.50 Poziamka. Vétu6.48 je mazno zobecnit v liznych snérech. Na fiklad
nasleduici verze \éty o substituci se uplatnilaipaplikaci teorie hystereze v eko-
nomii (viz [4]):

Predpokbdejmeze funkcef : [a,b] — R je ohranterh naa,b| atakow, ze

f €Gla,b] pro kazce a € (a,b). Dale nechtfunkce¢: [a,b] — R je neklesdfi
nala,b] a ¢(a) =c, ¢(b) =d. Kon&ne, nechifunkceg € BV|c, d] je zprava spo-

jitdnalc,d). Pro s € [c,d] polozmewy(s) = inf{t € [a,b]: s < ¢(t)}. Potom pro
kazce o € [a,b] plati

b(b)

/ fOdgem) = [ F(s) dlg(s)

P(e)

6.7 Bodova konvergence

6.51 \eta (OsGOODOVA VETA). Pfedpokbdejme,ze pro funkcif € Gla,b] a
posloupnost f,,} C GJa, b] plati

| full <M <oopro neN (6.73)

lim f,(z) = f(z) proz € [a,b]. (6.74)

Potom

n—oo

b b
lim [ f,dg :/ fdg prokazdou funkcig € BV|a, b]. (6.75)
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Dukaz. Integaly/ fndg, neN, a/ f dg existuj podle \Bty6.21. Necht

g=g%+g°® je Jordalv rozklad funkcey takowy, ze g€(a) = g(a) (viz vétu2.39).
Potom podle @ty5.50a cviceri 5.56 (i) existuji integraly

b b
a)/fdgC a (U)/fndgc pro n €N
a podle Osgoodovyaty pro RS-intedaly (veta5.61) plaf

b b
tim () [ ,dg°= (o) [ 1d5°

neboli (podle ety 6.13)

b b
lim [ f,dg® :/ fdgC. (6.76)

Dale podle lemmaté.31mame pro kdde n € N

/abfng:Zf(d) /fndg =3 fu(d) Ag(d

de D de D

kde D je mnazina bodl nespoijitosti funkcey v intervalu [a,b]. Jestlze je D
kon&na, pak zejmé plat

lim y  fu(d) Ag(d) =) f(d)A
de D de D
atudz

b
lim fn dg® / fdg®B. (6.77)

n—oo

Necht D = {dk :k eN}. Bud danoe > 0. Podle disledku2.27je

> 1A g(dy)| < varl, g < oc.

k=1

> 9
Existuje tedyp. € N takowe, ? Ag(d —°_ Vzhledem k6,73
xistuje tedyp. € aovezek_%;rl] 9(di)| < 7 Vzhledem k(6.7 a
(6.7) jetaké |f(z)| <M proz € la,bl, atudz

o0

S (fald) = fldi)) Agldi)| <2M 7 |Agld)| < 5. (6.78)

k=pe+1 k=ps+1
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Dale prot@e

DPe

T D ) A gldi) = 3 F(de) Aglde)

k=1
existujen. € N takow, ze

Pe

> (fulds) = () Agld)| <5 pron>n.,
k=1
coz dohromady s€.7¢) dava
= 9 g
/ dg]—\z (fuldi) = ))Ag<dk>\<§+§:g
k=1

pro n>n.. Rovnost 6.77) tedy plat i tehdy, kdy¥ mncZina D neri kon&na.
Toto, spoléné s (.76 a vetou6.8, zarluje platnost rovnostid.75) a dokazuje
tvrzeri véty. O

6.8 Integraly maticovych a vektorowch funkci

Jsou-li maticoe funkce F: [a,b] — #(R™,R?), G:[a,b] — Z(RP,R") takow,
Ze \Bechny intedaly

b
/ firdge; (=12....om k=12...,p,j=12...,n)

b b
existuj, pak symboM F(t)dG(t) (resp. kétce/ Fd@) zn&i m x n-matici

MezR™R") s pn?lw

Analogicky definujeme taéklntegaly/ d[F]G, resp/Fd |H, kde F, G a
H jsou maticoe funkce vhodizch rozmérd.
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Pfipomdaime, Ze podle ozné&eri (xiv) hormu maticeAe.,Sf(Rm R™) zna-

time |A| a definujeme ji pedpisem|A| = max Z |a; ;|. V této souvislosti

povazujeme prvky prostorlR™ za matice tprn x 1 (neboll sloupcog vektory).
Jinymi slovy, ztot@hujeme prostoryR™ a .#(R"™ R). To znamea, Zze klademe

| = |z;|. Potom plait |Az| < |A]|z| pro A 2(R™ R") a zeR". Je
=1
také zramo,ze plat [A|= sup {|Az|:z€R" a |z|<1}.
Variace maticog funkceF : [a,b] — #(R™, R") je definovaa formalné stej-
nym predpisem jako variace skakich funkd, tj.

v(o)

var’ F = sup Z\Fa] — F(oj_1)].
0‘6@[(11)}

Snadno se @i, ze plat

wmax (var, f;;) <varb F <> var, f;.
j=1,2,...n i=1 j=1
To znamea, ze maticoa funkce F': [a,b] — Z(R™ R™) ma kon€nou variaci
prave tehdy, kdy ma koné&€nou variaci kada jeji slozka. Podob@, F je spojif,
resp. regulovaa pave tehdy, kdy stejnou vliastnost enkazda jeji slozka.
RozZifen vysledkl uvedefch v teto a edesle kapitole na fipad funké ma-
ticovych, resp. vektorojch je tedy snada Je ogem nutno si u&domit,ze ope-
race rasobenmatic nefm obecré komutativih, a tak mugme it stale na paréti,
Ze nesnme libovolré ménit pdad maticowch funkd, v jakem se v sotinech
obsaerych v aproximuicich sotech S(o, £) objevuj. Na giklad vétu o inte-
graci per-partes @ta6.3€) je tfeba formulovat takto:

Jestlze F: [a,b] — 2 (R™,RP?) je regulovai na [a,b] a G:[a,b] — Z(RP,R")
b
ma koné&nou variaci nafa, b], pak existuj oba integély/ FdG a ffd[F] G
a plat ‘
b b
/ FdG +/ d F|G = F(b) G(b) — F(a) G(a)

a

+ Y (A F(2) A=G(z) — A*F(x) NG(@).

z € [ab]
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Podobr tfeba \eta o substituci @ta6.47) bude vypadat takto:
Jestlze funkceH: [a,b]—<2(R™,R?) je ohranterd, F':[a,b]|—2(RP,R?),

b
G:la,b]—-2(R9,R") a integral/ F dG existuje, potom jakmile existuje jeden

z integalll

/abH(a;)d[/;FdG}, /ab(HF)dG,

existuje i druly a v takoem gipadce pak plat

/abH(x)d[/:FdG} :/ab(HF)dG.

6.52 Cvicen. S grihlednutm k roZifen na integraci vektoroych funkd nazna-
ceremu v tomto odstavci definujte exaktifivkovy integral drukeho druhu zrit
néry v odstavcil.Z a formulujte jeho akladn vlastnosti, kteg plynou z \ét
obsa@enych v kapitohch 5 a 6.

6.9 Souvislost s datimi typy integr all

Vyjasnili jsme jz vzajemre vztahy mezi KS-integlem a RS-intedly (viz poz-
namku6.12 a vetu6.13. Podob®@ jako jsme v pikladul6.14 (iii) dokazali, ze

b
z existence Newtonova integu (N)/ f(z)dzx plyne existence KH-integiu

b b
/ f(z)dz, lze dolkazat tak, Ze z existence Perronova intagr (P)/ f(z)dz

b
plyne existence KH-integtu [ f(z)dz. Definici Perronova inte@lu najdeme

nagiklad v monograich |[46] nebo [15), viz [46, definice XII.1.5], resp.15, defi-
nice XII.25]. (Nize wwadme definici Perronova-Stieltjesova intagir, kte@ ji take
zahrnuje.) Platdokonce ze KH-integal je ekvivalentins Perronoym integéalem
(viz [46, véta XII.2.1]). Vzhledem ke zmmym vlastnostem Perronova intedu
to znamea, Ze KH-integél (vzdor jeho jednodu@htemér riemannovsk definici)
zahrnuje tedy satasré integaly Riemaniiv, Newtonlv, ale i Lebesgu@. Tim
se rozuni, Ze je-li na rejakem intervalu daa funkce integrovatefnve smyslu Le-
besgueok, pak n& na tomto intervalu i KH-inte@l a oba integaly maj stejnou
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hodnotu. [ale existuje-li KH-integal funkce f, pak f je lebesgueovsky integro-
vatelra pave tehdy, kdy také jeji absolutm hodnota|f| je KH-integrovatel@,
viz nagdiklad kapitoly XII a XIV v monografii 4§

PERRONJV-STIELTJESUV INTEGRAL (PS-integal)

Definice raleZi A.J. Wardovi, viz B2]. Pops@ana byla & v Saksoe monografii

[42, V1.8]. Uvedeme zde ekvivaleritiviz [48, Theorem 2.1]) definici.
Reknemeze funkce) l[a,b] — R je majorantapro f vzhledem key, jestli-

ze existuje kalibrs € #[a, b] takowy, ze

(t—7) [M(t) = M(7)] = (t—7) f(7) (9(t) — 9(7))

pror€la,b] atela,b]N(r—46(1), 7+ 0(r)). Podob@, funkcem :[a,b] = R
je minorantapro f vzhledem key, jestlize existuje kalibw € ¢[a, b] takowy, Ze

(t—7) [m(t) —m(r)] < (t—7) f(7) (9(t) — g(7))

proT € la,b] atela,b]N(r—0(r), 7+0(7)). Symbol9M(fA g) zna&i mnazi-
nu majorant prof vzhledem keg, m(fA g) je mnc&ina minorant prof vzhle-
dem keg. Pfedpokbdejmeze 9 (fAg) i m(fA g) jsou nepazdreé a pol@me

(PS)/f dg = inf {M(b) — M(a): M € M[a, b]}
(PS)/f dg = sup {m(b) — m(a): m e mla,b]}.

PS/f dg je horni Perrorliv-Stieltjedivintegial f a ( PS/f dg je dolni Per-

ronliv-Stieltjesivintegial.) Pomo¢ Cousinova lemmatu (lemnd) Ize dokazat

(viz [28, Lemma 1.1.2])ze plat ( PS/f dg <( PS/f dg. Jestlze

b ) b
(PS)/fdg:(PS)/fdg:IeR, pak (PS)/fdg:[

je Perroniiv-Stieltjesiv integil funkce f vzhledem k funkcig pres intervalfa, b |.

b
Poznamenejmeze podle P8, Lemma 1.2.1] integd (PS)/ f dg existuje
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b
tehdy a jen tehdy, kdyexistuje KS-inteqal | f dg. Jestlze tyto integaly exis-

tuji, pak maj stejnou hodnotu. (PS-inta’zyrjeaekvivaIentms KS-integalem.)

LEBESGUHEJV-STIELTIESOV INTEGRAL (LS-integél)

byl popsan viadé monografia webnic, viz nap T. H. Hildebrandt/L1, kapitola
VI], V. Jarnik [15, kapitoly 1l a X], A. N. Kolmogorov a S. V. Fomirlg, VI1.6.3],

J. Lukss [31, kapitola 12], S. SaksAR, kapitola I11]. Existuje rékolik cest k jeho
definici. Vesnés se ale jedno pongrré komplikovay proces. Ndjasgji je in-

tegal (LS)/ fdg pfes mnainu M C [a,b] definovan zprvu prof nezporre,

ohrantere ]gborelovsky ré¥itelné a g neklesadci a zprava spojé jako Lebes-
gudlv integ@al vzhledem k Lebesgue&yStieltjesoe mife 1, tj. o-aditivni mife

vzniklé ro&iferim miry intervalu G((c¢,d]) = g(d) — g(c) pro [c,d] C [a,b] po-

dobrym zplisobem, jako se buduje LebesgueoviaanmoZirerim obvykle miry

intervalu ¢([c,d]) =d — c. Definice se pak pomécozkladu funkt s kon€&nou

variad na rozdl dvou neklesdgich funkd a rozkladu f = f* — f~ roZSifi na

pripad, kdy f je ohrantera a borelovsky &itelnd a g € BV|a, b|. Alternativri

moznost je definovat LS-intedal jako roZiferi RS-integélu Daniellovou meto-
dou.

Na rozdl od KS-integélu, LS-integal ma porékud Ww&si tfidu integrovatel-
nych funkd. Nezahrnuje ndjiklad integraci vzhledem k reguloviam funkdm.
Na druhou stranu, neomezuje se na integrdies pnterval. My smysl uvdovat
0 LS-integraci pes libovolnou LS-réfitelnou mnainu.

Vztah mezi LS-integalem a PS-inte@lem (a tedy i KS-integidem) je dolbe
charakterizo@n rasleduicim tvrzerim obsaerym v Saksoe monografii (viz/{12,
Theorem VI (8.1)]).

Nechtg € BV|a,b], f:[a,b]— R a nechtexistuje integal (LS) [ f dg. Potom
(a7b)
existuje tak PSlntegraI/ f dg a plat

/fdg—(LS) T o 1(0) M) + 1) 27400

Odtud podle @ty o substituci (@ta6.47) plyne i rasleduici zajimawe tvrzen.

Je-li f ohraniCerdnafa,b], h:[a,b] =R Iebesgueovsky integrovatélna la,b]
t

ag(t)—g(a)—l—/ h(z) dz prot € [a,b], pak fdg—/ f(t) h(t) dt, kde in-
tegral na pra\e straré je Lebesguv.
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YOUNGUV INTEGRAL A KREXIHO KN-INTEGRAL

Necht f:[a,b] =R a g € G[a,b]. Ozn&me Zy[a,b] mnazinu VSech znée-
nych cleri (o, §) intervalu [a, b] takovych, ze plat o, <&; <o, pro kazdé
je{l,2,...,v(o)}, adefinujme

v(o)—1

Sy(e,€) = fla) ATg(a)+ > flo;) Agloy)

Jj=1

+ > (&) [9(o5=)=g(o; 1))+ F (DA g(b).

J=1

pro (o, &) € 7[a,b]. Dosadme-linyri Sy (o, &) mistoS(o, &) a 7y[a,b] misto
Z[a,b] do definices.3, dostanem&oungovy((d) nebo (o)) integi@ly.
b

O Youngo integalu a zejnéna o jeho(o)-verzi (oY) [ fdg je podrobm

pojedrano v odstavci 11.19 monografie T.H. Hildebrand(llibl][ Youngovy in-
tegraly jsou Zejmeé obecejSi nez odpovdajici RS-integaly. Jestlte funkcef je
b

regulovam nala,b] a g ma nala,b] kon&€nou variaci, pak integi (aY)/ fdg

b
existuje a m stejnou hodnotu jako KS-inteégy f dg. Na druhou stranu, jesHe

g jeregulovaanala,b] ag(a)=g(t—) :g(s+)a:g(b) prote (a,b] ase€a,b),
pak je Sy(o,&)=0 pro kadou funkci f:[a,b] =R a kade zn&ere celer
b

(,€)€Tyla,b], tj. (cY)| fdg=0. Takowe tvrzen ovsem nepldtobecré pro

KS-integal, jak je ukazano v K8, Example 1.1]. P. Kr&j proto ne@vno (viz
[18]) upravil definici KS - integalu tak,ze jeho modifikovap KS-integiél, ktery
naz/va KN-integil, uz v sol# plné zahrnuje i intedl (o)-Youndiv. Jeho definice
spativa v Sikovrem Zizeri mnaziny pripustrych zn&enych céleri a mizeme ji
zformulovat takto: \

Necht f, g:[a,b] =R a I €R. Reknemeze (KN)/ fdg=1, jestlize pro

kazde £ > 0 existuj kalibr 6 a sp&etrd podmndina A intervalu [a,b] tako\a,
ze|Ssaq(0, &) — 1] < e plat pro kazdeé é-jemreé zn&ere celeni (o, §) takow, ze
zadra z jeho znéek ¢; nel&Zi v mnazing A.

DUSHNIKOV (VNITRNI) INTEGRAL

Dosadme-li do definice5.2 misto mna@iny 7[a,b] zna&erych délerd mnazinu
Zyla,b] uvedenou v pedchoim odstavci, dostanemBushnikovyneboli talé
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b
vnitrni ((9) nebo (o)) integily. Je Zejme, Ze jestlze existuje intedal (J)/fdg,

b
pak existuje i Dushniliv (o )-integral (aD)/ f dg a maj stejnou hodnotu. Z hle-

diska prakticleho uplateri je Dushnikiv int%gél podob@ obecy jako KS-integ-
ral. Obeci se ¥ak jeho hodnoty # od odpovdajicich hodnot KS-integalu. To
Ize nahédnout z Asleduiciho vztahu (viz/L3, Theorem 4.7])

ww/f®+wm/gw—f@a@—ﬂ@mw

ktery plaf, jestlize jsou ol funkce f a g regulova® na|a,b| a alespd jedna
z nich ma na[a,b] kon&nou variaci. Dushniltv integél je podrobg popén
v monografii [L2] Ch.S. Honiga, ktey rozsifil jeho definici i na funkce s hodno-
tami v Banachoych prostorech a \8efil jeho vlastnosti natolikze mohl na jejich
zaklacé vybudovat teorii Volterroych-Stieltjesoych integélnich rovnic v Bana-

chowch prostorech.

INTEGRACE V ABSTRAKTNICH PROSTORECH

RoZifen integrace na vektor@a maticoe funkce jsme ulzali v odstavch.&
Analogicky |ze postupovat i vifipace abstraktich funkd, tj. funkd s hodnotami
v Banachoych prostorech. Je-K BanacHiv prostor a#(X) odpovdajici Ba-
nachiv prostor spojigch linearrich opeatoti naX a

F:la,b] - 2(X), G:a,b] —» 2(X), g:[a,b] = X,

pak mizeme definovat KS-integly

b b b b
/ng, /ng, /dFG, /FdG.

b
Na priklad [ dF'g = I €X, jestlize pro kadé « > 0 existuje kalibré € ¢[a, b]

takowy, ze pilat

HﬁfF@»wwn—quﬂ—4k<e

pro kazde o-jemreé zn&ere célen (o, ) intervalua, b]. Pojem variace Ize snad-
no prerést i na abstrakirfunkce. Pro funkcif : [a,b] — X a céleri o intervalu
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la,b] definujeme

(o)
V(f,o)= Z 1£ (o)) = floj-1)llx a var, f=sup{V(f,e):0€2[a,b]}.

Je tale Z'ejmé, jak definovat prostot ([a, b], X) regulovarych funkd s hodno-
tami v X. Potom nap. oba integaly

b b
/dFG a /FdG

existuj, jestlize '€ BV([a,b],2(X)) a G G([a,b],2(X)) a plai i vétSina

tvrzer znamych pro integraci skarrich funkd (viz [50], [53] a [37]). Jsou Bak

i vyjimky: Lemmal6.4€ plafi pouze, pokud ra prostorX kone&nou dimenzi. To
zname® mj.,Ze jsou jisé poize s flenesemm nap'. vety o substituci na abstraktn
integraly. V této striené informaci stdj jeSte za zninku, Ze pokud nera prostor

X kone&nou dimenzi, ra smysl| nisto variace uvaovat obeca slal¥i pojemse-

mivariace ktery se definuje takto:

Pro danou funkci¥': [a,b] — L(X) a celeri o € 2[a, b] polozme nejprve

v(o)

VIF.a) = sup {|| YIF(0)) ~ Flos)] | .

kde supremum se berégs \echny mané volby prvki z,€ X, j=1,2,...,v(0o)
takowch, ze ||z;|| x < 1. PotomCislo

(B)var’ F = sup{V’(F,o):0 € 2[a,b]}

se nagva semivariacefunkce F' na [a,b] (viz nad. [12]). Zpravidla (ne dy)
je mazno gedpoklady o konéné variaci zeslabit na kogaou semivariaci. Je
znamo,ze ma-li X kone&nou dimenzi, pak pojmy variace a semivariace/gaij.

Poznamenejme $&, Ze integrace funkcs hodnotami v Hilbertoych, resp.
reflexiviich Banachoych prostorech @& uplatién nag. v teorii hystereze (viz
nag. [21] nebo [22)).

Dilkazy podstata Casti tvrzei uvederych v teto kapitole byly pevzaty z monografie
[59. Nékteg jsou pak modifikacemitkazl analogickch tvrzen pro specalni pripad
g(z) =z ze Schwabikovy monografig .





