Kapitola 2

Funkce s kon€nou variaci

V této kapitole definujeme variaci funkce a odune Zkladn vlastnosti fidy
funkdi, ktere maj kone&nou variaci na deédm uzaverém a konéném intervalu.
Funkce s konénou variat jsou witeCné v cek fadé fyzikalnich a technicich
probleml, v teorii pravépodobnosti, teorii Fouriergeh fad, v diferendalnich
rovnicich a v da$ich oblastech matematiky.

2.1 Definice a Akladni vlastnosti

Necht —oo < a <b< co. Pflipomeaime, &lerimi intervalu [a,b] nazvame ko-
netné mnainy bodi o = {0y, 04,...,0,,} intervalua, b] takowe, ze

a=o0g<0o1< - <0,=>b

a symbol 2[a,b] zn&&i mnazinu vSech @leri intervalu [a,b]. Dale elementy
déleri o € 7[a,b] jsou zpravidla znéeny symbolys;, v(o)=m,
oue)=b a |o|= max )(O‘j—Uj_l) pro o € 2[a,b].
j 2., v(o
Jestlze o’ D o, pakfikame,ze o’ je zjemrén o.
2.1 Definice.Pro danou funkcif : [a,b] — R a céleri o intervalu[a,b] definu-
jeme
v(o)

V(f,o)=> [f(o;)— floj1)| a var f= w V(f.o).
j=1 oc a,

Je-li a=b, definujeme valt f =var® f =0. Veli¢inu var f nazvamevariace
funkcef naintervalula,b]. Je-li var’ f < oo, fikame,ze funkcef makone&nou
variacina [a, b]. Mnozinu funkd s kon&nou variatna [a, b] zn&ime BV |[a, b].

Geometricly vyznam pojmu variaceam (ibliZi nasleduici tvrzen, zpravidla
naz/vane DRUHA JORDANOVA VETA. DFfive né& ji budeme formulovat, fjpomen-
me, jak se definuje&lka Kivky, ktera je zadna jako graf spoji funkce f na
intervalu [a, b]:
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20 FUNKCE S KONECNOU VARIACI

Pro k&dé celeri o intervalu[a,b] je solet

ZJ —o50) + (floy) = flo;0)”.

roven cklce lome Kivky prolozere body [0, f(0;)],7=0,1,...,m, leZicimi
na grafu funkcef. Délka grafuA(f;[a,b]) funkce f na intervalufa,b] se pak
definuje jako

A(fila,b]) = sup A(f,0).
o€ PDab]
2.2 \éta(DRUHA JORDANOVA VETA). Necht f je spojita na [a, b]. Potom na
jeji graf na intervalu [a,b] koné&nou celku paveé tehdy, kdy f ma kon€nou
variaci na intervalu[a, b].
DUkaz. Poudijeme nerovnosti

6] < Va2 + 2 < |al+ 4], (2.1)

které plai pro libovolra realnaCisla o, 5. (Odvodme je odmocarim trivialnich
nerovnost 5% < o?+ 32 < (|a|+ |3|)?.) Pro libovolré céleri o € 2[a,b] mame
podle 2.1)

2

+ (fo3) = flo;2))° = A(f, 0)

< (0; —051)

<> (03— 0im) + (o)) = Flo,)]] = (b= @)+ V(f.0)

neboli
V(f.o) <Afo) SV(fio)+(b—a)
Pfechodem k supremu dostaneme nerovnosti
var, f < A(f;[a,b]) < varg f+ (b~ a),

ze ktefch tvrzen véty okanzité plyne. O
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2.3 Aiklad. Bud f funkce spojia na intervalula,b] a tako, ze pro kade
z € (a,b) plat |f'(z)] <M < oo, kde M nezvid na .

Podle \ety o stedri hodnog tedy plat | f(y) — f(x)| < M |y — x| proSechna
z,y € [a,b]. Pro k&dé celeri o intervalu[a,b] tedy mame

v(o)
V(f,O')SM [O'j—O'j_l} :M[b—a].
1

q

J
Vidime,zekazda funkce spoji na intervalu|a, b], kterd ma na jeho vnitku (a, b)
ohrani€enou derivaci, & kon€nou variaci
Jestlze je navc |f’| riemannovsky integrovatednna intervaluja, b] (na [i-
klad f’ je spojita na(a, b)), mlizeme variaci funkce na intervalufa, b] presré
urcit. Plaf totiz

b
var f = (R) [ 17'(o)] 22

kde na pra@ stram@ je Riemandv integél. Dlikaz tohoto tvrzenpochopitel@
predpokhda znalost Riemannova intedu.
Bud dano e > 0. Pfedpoklad o existenci a kotisé hodnoé Riemannova in-
b

teg@lu (R)/ |f'(x)| dz znameaR, Ze existujed > 0 takowe, ze

)Zu ()] (05— 05 1) — /\f )| < 2 2.3)

plati pro kazde celeri o intervalu [a,b] takow, Ze |o| < § a kazdy vybér bodi
¢, takowch, ze

§€lojr,05] proj=1,2,....v(o). (2.4)

Na druhou stranu, podle definice variace existatje 2 [a, b] takow, Ze |o| < §
a

vart f > V(f, o) >var’ f— %‘ (2.5)
Podle \ety o stedri hodnog existuj body ¢;, j=1.2,...,v(o), sphujici (2.4)
a takoe, ze

v(o)

Z|f 5] U]—l)-
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Odtud podle2.3) a (2.5) dostivame,ze plat

var /|f )| dz

< var!, f ~V(f |+ﬂ§ju &)l (001~ m) [ 17

<fif_;
2 2 7

Vzhledem k tomuze ¢ > 0 bylo libovolng, to znamea, ze plat (2.2).
2.4 Cviceni. (i) Dokazte,ze pro libovolnou spojitou funkcf plati

((varg f)2 + (b — a)2> 2 <A(f,[a,b]) <vart f+(b—a).

(i) Urtete vaf f a odhadite celku grafu funkcef, jestlize

a) f(z)=sin*z, a=0, b=,
b) f(x)=2* —32z+4, a=0, b=2,
C) f(x)=cos x+x sinx, a=0, b=2m.

2.5 Pozramka. Z definicel2.1 je zZfejmé, Ze pro kadou funkci f : [a,b] — R
je var? f > 0. Dale je-li dano libovolre cBleri p € 7[a, b], pak plat

var’ f = sup V(f,o). (2.6)

ooOp

To plyne z rekolika elemerdérrich pozoroan: Zapre, prot@e
{(V(f.0):0€2(a,b] a oop}c{V(f,0):0eab]},

musd byt sup V(f, o) <var’ f.
oDOp
Dale dky trojahelrikové nerovnosti pro libovola dve clen o, o’ intervalu
la,b] takowa, ze o’ D o, afunkci f:[a,b] = R, mameV (f,o) <V (f,o’).
Konetré, je-li o€ 2[a,b] libovolné a o'=ocUp, pak o' Dp a tedy
V(f,o)<V(f,o'). Toznamea,ze prokade de {V(f,o):0 € 2[a,b]} exis-
tued €e{V(f,o):0€2[a,b] a oD p} takow,zed <d’', atedy

var’ f< sup V(f,0o).

oDp

Plaf tedy 2.6).
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2.6 Cviceni. Dokazte rasleduici vlastnosti variace a funks koné&nou variat
(i) Je-li [¢,d] C [a,b], pak pro k&dou funkcif : [a,b] — R plati

|f(d) = f(e)] < var f <var, f.

(i) var’ f=deR

= (V€>O do.€%[a,b]:0D0. = d—aﬁV(f,a’)ﬁd).

(i) varl f=o00 <= (VK>0 Jog€2[a,b]:V(f,Dk)>K).

(iv) Jestlze pro funkcif : [a,b]—R existujeL € R takow,ze
[f(x) = f(y)| < L]z —y| plati provSechnar,y € [a,b],

pak var’ f<L(b—a).
(V takovem fipace fikame,ze f splhujeLipschitzovu podimkuna [a, b],
nebo &z, ze jelipschitzovsk na [a, b].)

2.7 Fiklad. Necht

{ 0 proz =0,

fw) = T sin(g) prox € (0,2].

VSimréme size f(z) =0 pravé kdyz = =0 nebox = % pro réjake k€ N a pro
x €(0,2] plaf

. . 2
T prave kdyz © =y, =——, ke NU{0},
_ 4k+1
1= ave kdyz 2 keN
— I = = .
T prave Kayz x = z; i _1 S
Proda neN a dlerd o"={0, y,, zpn, - - -, Y1, 21, 2} dostaneme

V(f,0") =1£(0) = fua)l+ D[ Fn-1) = Fz)| + D 1) — £(z)]

n

=y + Zn: (Y14 21) + Z (yr + 21)

k=1 k=1
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1
Je zramo,ze E L= Tudiz lim V(f,o") = co avar f = oco.
k=1

n—o0

Snadno mizeme uéit variaci monobnrich funkd.

2.8 Véta. Pro kazdou funkcif monobnri na [a, b] plati var® f = |f(b) — f(a)|.
Dlkaz. Je-lif nerostoutnala,b] ao € Z[a,b], pak

V(f.0) =D [f(o51) = f())]

= [f(a) = flo)] + [f(o1) = f(o2)] + -
+[f(om—2) — f(am_l)} + [f(om_s) — f(b)]

ti. var’ f=f(a) =|f(b) = f(a)|.
Podobi@ bychom uhzall,zeje-ll f neklesdici na [a, b], pak
var, f=f(b) =|f(b) = f(a)]. O

2.9 Cvicen. Dokazteze funkce f:[a,b] =R ma kon&nou variaci nala, b]
prave tehdy, kdy existuje tako& neklesdgi funkce ¢ nala,b], ze

[f(x) = f()l < ¢(x) —(y) proz,ye€la,b], y<w.

2.10 Hiklady. (i) Prikladem jednodudhfunkce, kted nen@d ohrantenou de-
rivaci na intervalu|0, 1] (a tudz tvrzen z prikladul2.3 (i) nezar&uje, ze
ma kon&€nou variaci nd0, 1]) je f(x)=+/z. Protce je alef rostoug, je
var} f =1 podle \&ty2.&

(i) Konetnou variaci mohou ii funkce nespoji¢, jak ukazuje fiklad
0 je-li =0,
fle)=q1 L .
z je-li x€(0,1] a w€(535,%] prorgjake keN.

Tato funkce je Eejmé definovaa a neklesafi na intervalu|0, 1]. Podle
véty2.8je tedy vag, f =1.
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2.11 \eta. Pro kazcé c € [a, b] a kazdou funkcif : [a,b] — R plati
var’ f = var¢ f +var’ f.

D U kaz. Butte dany funkcef :[a,b] =R abodce [a,b]. Pokudc=a nebo
c=>b, je tvrzen véty trivialni. Nechttedy c € (a, b).

Necht o ={a,c,b} a nechito je libovolné cBleri intervalu [a, b] takowe, Zze
o Do. Paknut@ c € o. Déleri o Ize tudZ rozctlit na cBleri o’ intervalu [a, ¢
a eleri o” intervalu [c,b], fj. o=0'Uo”, kde o' € Z2[a,c] a 0" € 2[c,b].
Ztejmeé pak talke plai

V(f,o)=V(f,o)+V(f,a"). (2.7)
Podle pozamky2.5 dostvame tedy

var’ f = sup V(f,a) <vart f+var’ f.

ooOe&

Na druhou stranu pro kaa dve celeri o’ € 2[a,c] ao” € 2[c,b] je jejich sjed-
nocen o =o' Uo” délerim intervalu[a, b] a plat opét (2.7). Odtud plyneze

var f+var’ f = sup  V(f, o)+ sup V(f,e") <var® f.
o' € Dasc) o€ D]

Tim je dikaz ety hotov. O
2.12 Hiklad. Bud danon € N. Vysetujme funkci

0 pro0<z <2,
Jal@) = T sin(z) proi <z <2
X

Jej derivace
0 pro0 <z <1

! —
fal@) = sin(ﬁ) — T cos (z) prol >z <2

x X x

je ohranterana(0, 1) ana(:,2). Zfejme je var/™ f, = 0. Podle fikladu?2.3 (i)
je dale varf/n fn <oo. Véta2.11tedy implikuje, ze je talke varf, <oo pro
kazde n € N.
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Na mnainé BV [a, b] jsou Firozerym zplisobem defincany operacedtari
a nasobenskabrem (vizUmluvy a ozn&enri (x)). Funkci identicky nulovou na
la, b] nazveme nuloym prvkem mndiny BV [a, b]. Nasleduici tvrzen je Zfejmé.

2.13 Lemma. Pro libovolré dé funkcef, f>: [a,b] — R arealnécislo c plati
var’ (fi+ fo) <var® fi+var’ f, a var’ (cf,) = |c|var® fi. (2.8)
Dale var? f =0 tehdy a jen tehdy, kdyf je konstanthna [a, b].
Steti si totiz uvedomit,ze pro kadé celeri o € 2[a, b] plat
Vifi+foo)<V(f,o)+V(fao) a Vicf,o)=[c|V(f o)
a daleze je-li var f=0, mud pro k&dé z € (a,b] platit | f(x) — f(a)| =0.

2.14 \eta. f € BV|a, b] tehdy a jen tehdy, kayexistuj funkcef; a f, neklesdici
na [a,b] atakoe,ze plat f(x) = fi(z) — fo(x) pro kazce x € [a, b].

D Ukaz. Jestie f, a f, jsou neklesagi na [a,b] a f=f1 — f», pak podle
véty2.8maji f; i f, konenou variaci nda, b] a podle£.8) je také var f <oo.

St&i tedy dolkazat,ze pro kadou funkci f € BV|[a, b] existuj funkce f; a f,
neklesdici na [a, b] a takoe,ze f = f; — fo.

Nechttedy f € BV[a,b]. Polazme
filz) =varg f a fo(x) = fi(z) = f(z) pro z€la,b].
Necht z,y € [a,b] a y > 2. Potom podle @ty 2.11je fi(y)= fi(z)+var’ f, a

protaze variace je ¥dy neaporra, znamea to, ze funkce f; je neklesdgi na
[a,b]. Déle podle ety 2.11mame

foy) = fi(x) +varl f— f(y)

fay) = falx) = vary f = (f(y) = f(x)) = 0

(viz cviceri2.6(i)). To znamea, Ze funkcef, je také neklesdgi na[a, b] a dikaz
je hotov. O
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2.15 Cvieri. Necht f € BV|a, b]. Dokazte,Ze ok funkce

(0 pro r=a,
v(o)

sup Y (flo;) = f(oj1))" pro x € (a,b]

(o€ D la,x] j=1

0 pro z=a,
v(o)

sup Y (f(o;) = f(oj-1))" pro x € (a,b]

| o€ Dlax]

j=1
jsou neklesagi a neaporre naja, b| a plat

f(x) = fa)+p(x) —n(z) a varf=p(z)+n(z) prozea,b]
2.16 Disledek. Pro kazdou funkcif s kon€nou variaé na [a,b] a pro \Sechna
t€la,b) ase(a,b] existuj kon&né limity

f(t+) = lim f(r) a f(s—)= lim f(7)

T—t+ T—85—

(tj. f mlze nitv [a,b] pouze nespojitosti priho druhu).*
D Ukaz. Podle &ty2.14Zmlzeme fedpokhdat,ze f je neklesdgi na [a,b].
Pro k&dé x € [a,b] je f(a) < f(z) < f(b), atudZ plaf také

fla) < sup f(z) < f(b) prokade sec(a,b]

z € [a,s)
a
fla) < inf [(r) < f(b) prokaide t€la.b)
x e (t,
Ukazemeze
ft+) = iI(lfb] f(z), Jjestlize t€la,b) (2.9)
€ (¢,

Ozn&med = ir(1fb] f(z) azvolme libovol@ ¢ > 0. Potom podle definice infima
T € (¢,

existuje t' € (t,b] takowe, Ze je d< f(t') <d+e. Vzhledem k mondinnosti

IRikame, e bodz je bodem nespojitosti 1. druhu funkge jestlize existuj koneiné limity

f(z=), f(z+), pricent f(z—) # f(z+)
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funkce f odtud plyneze nerovnostl < f(x) <d+¢ plafi pro kazde = < (t,t'].
Dokazali jsme tedy vztal(9).

Podobi@ bychom ukzali,Ze plat také

f(s—=)= sup f(x), Jjestlize s€ (a,b]. (2.10)

z € la,s)

2.2 Prostor funkci s konenou variac

Podle lemmati2.13kazda linearn kombinace funkcs kon&€nou variacma talé
kon&nou variaci. Z toho plyn€e mna@ina BV |a, b] je linearri prostor. UléZe-
me, ze i vhodreé zvoleré normé seBV|a, b] stane lin@&rim normovagm pro-
storem.

2.17 \eta. BV|a, b] je linearni normovary prostor vzhledem k nomérdefinovaa
predpisem

Ifllzv = |f(a)| +varg f pro f€BVla,b]. (2.11)

Dlkaz. BV[a,b] je linearn prostor podle lemmaté.13 Dale pro kadou
funkci f:[a,b] = R akadé x € [a,b] plat

F@)] < 1f @) +1f(x) = f@)] < |f(a)|+var’ f pro z€a,b].
(Rozmyslete si, protomu tak je.) Tud
[fIl < [ fllev < oo pro f€BV. (2.12)
Podle lemmati2.13relace

If+gllev <[ fllev +llgllsv @ llcfllev = || || fllsv (2.13)

plati pro vSechny funkcef, g € BV|[a,b] a kazdé realné Cislo c € R.

Konetré, jestlze || fllzv = 0, mud byt f(a)=0 a var f=0 Podle lem-
matu2.13je tedy f(z) = f(a) =0 nala,b], tj. f je nulow prvek BV [a, b].

Dokazali jsme tedyze rovnost2.11) definuje normu n@8Va, b]. a

2.18 Pozramka. Nerovnost2.12) implikuje, Ze k&da funkce, kted ma ohrani-
¢enou variaci nda, b| je také ohranteré naja, b].
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Podle ety 2.17 je BV|a,b] linearri normovary prostor vzhledem k norén
definovaeé gredpisem/2.11). Nyni dokézeme,ze BV |a, b] je Banaclliv prostor
vzhledem k&to norng. Toto tvrzenumaznuje poivan metod funkcioalni ana-
Iyzy pri praci s funkcemi s kon@nou variat Nejprve ale ipomeime Bolzanovu-
Weierstral3ovu &tu, kterou budeme p@tbovat.

2.19 \eta (BoLzZANO-WEIERSTRAR). Z kazde ohrantere posloupnosti r@al-
nychcisel Ize vybrat konvergeritpodposloupnost.

2.20 \eta. BV|[a,b] je Banacliiv prostor.

Dlkaz. Zlyva dokazatze BV |a, b] je Uplny, tj. Ze ka&da posloupnost cauchy-
ovska v BV([a,b] ma v BV[a,b] limitu. Necht {f,} C BV|a,b] je posloupnost
cauchyovsk v BV|[a, b]. Potom plait

Ve>0 dn,.:
(2.14)
n,m 2ne = |fo(2) = fu(@)] < || fo = finllv < e proz€la,b]. }

a) Podle2.14) je pro k&dé x € [a,b] posloupnost r@inych Cisel { f,,(x)} cau-
chyovsla. Pro kadé x € [a, b] tedy existuje konéna limita

Tim f,(z) = f(x).

b) Nechtje dano libovolre ¢ >0 a nechtn. €N je urteno podrimkou 2.14).
Potom pro kddé z € [a,b] mame tale

F@) = fu(@)] = lim |ful@) = fu(2)] <,
atudz pro k&de n >n. akadé x € [a,b] plaf

[f (@) = ful@)] < [f(2) = fo (@) + [fo (2) = ful2)] < 2e.

To ovSem znamem, Zze
lim ||f — full =0
n—oo

neboli posloupnosf f,,} konverguje kf stejnonérré nala,b].

c) PodleP.13 a (2.19) existujen; € N takowe, ze

vart £, < |\l fallev < || fonlley + 1 pron >n,.
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Ciselra posloupnostvar® f,} je tedy ohrariera. Podle Bolzanovy-Weierstra-
Rovy Bty z ri Ize vybrat podposloupnogvar® f,, : k€ N}, pro kterou plait

Jim var® f, = d < oo,

t.
Ve>0 ereN:<k2k€aae@[a,b] — V(fnk,o-)<d+s)

Ve>0 Voe2a,b]:V(f,o)=lim V(f,,0) <d+e.

k—o0

Odtud osem & plyne,ze je

varl f = sup V(f,o)<d<oo, ti. feBV|a,b].
o€ Dlab]

d) Podle .14 tedy pro k&de ¢ > 0 existujen. € N takow, ze
n,m>n. = V(fy — fm, o) <var (f, — fm) <eproo <€ 2[a,b].
Tudiz, je-li m > n., pak pro k&dé o € 2[a, b] plat

V(f = fm o) = lim V(f, — fu,0)<e neboli vat (f — fum) <e.

To ov8em znamem, Zze lim ||f — f.| v = 0, cOZ zbyvalo jeS& dokazat. O
m—0o0

2.3 Konecna variace a spojitost

Podle disledku2.16mohou nit funkce s konénou variatnespojitosti pouze prv-
niho druhu. Potvejme se nyhtrochu podrobgji na vliastnosti funkics kon€&nou
variad souvisejci se spojitost

2.21 \fta. Kazda funkce f € BV [a, b] ma nejWse spdetreé mnoho bod nespo-
jitosti na intervalu|a, b].

D Uk az plyne z dsledku2.16a z rasleduiciho lemmatu. O

2.22 Lemma.Necht.J C R je oteveny interval,f : J — R a M je mn&ina bodl
nespoijitosti 1. druhu funkcé¢ v J. Potom M je nejWySe spletra.
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Dlukaz. a) Ozname

M*={zeJ: flat)# f(x)}, M ={xel]:flz=)#f(z)}

Mf={zeM*: f(x)< f(z+)}, M ={ze M™: f(x)> f(z+)}.

PotomjeM =M+t UM~ a M+ =M, UM,*. Uspdadejme mnainu P racio-
nalnich cisel do posloupnostP = {r,}. (Uvédomte si 8ak,ze mn@inu P nelze
uspdadat ,,podle velikosti“, tj. tak aby platile, < r,,; pro kazde k€ N.)

Necht r znati zobrazef ktere kazdemu z € M," prifad prvni (pfi darém uspo-
fadan mnaziny P) raciorélni Cislo, kteé lezi vintervalu (f(x), f(z+)). Presrgji

receno,

r(z)=rj <= r;€(f(z), fz+)) a{ri,ra, .m0 (f(2), f24)) = 0.
Dale pro kadé ¢ € P ozn&me symbolenr_;(q) jeho vzor @i zobrazei r, tj.
roi(q) = {z e M| :r(z) =q}.
Mame

M = U r_1(q).

qgeP
Ukazeme-li tedyze k&da mnainar_i(q), g € P je spc&etra, budeme it sou-
casre talke dokazano,ze i mnaina M;" je spdetra.
Nechtje tedy cano libovolre ¢ € P. Vzhledem k definici mnainy M, a zob-

razen r pro kazdé x € r_,(q) existujed(z) > 0 takowe, ze

r<y<z+i(z) = f(y)>r(z).
Jsou-lizy, xo €7_1(q) takova, ze x1<xs ar(ry) =r(x2) = q, pak mus platit

(.Z'l, 1+ 5(%1)) N (302, To + (5(1}2)) = @
Vskutku, kdyby byloz; <z <21 + §(z1), bylo by &Z (vzhledem k definicb)

q=r(z1) <f(z2) <r(z2) = ¢,

coz neri mozné. Sysém intervall {(z,z +d(z)), z €r_1(q)} je tedy disjunkti
Kazdemu x € r_1(q) lze tedy gifadit jediré racior@lni Cislo p € (z,x +4(x)) a
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tim definovat pro& zobrazenr_,(¢) do P. To znamea, Ze pro kade ¢ c P je
mnazinar_;(q) spaetra.

b) Prot@de M) ={zeJ: — f(z)< — f(z+)}, mlzeme podit ¢ast a) tohoto
dlikazu k dikazu spéetnosti mnainy M, ™.

c) Kon&re, M~ ={zxeJ: f(—x)# f(—x+)}, takze podleCasi a)-b) tohoto
diikazu je tak M~ spdietra mnaina. O

2.23 Pozramka. Kli€owm argumentem pro platnost lemmatil2 je tvrzen:
Kazdy disjunktni sysém intervall v R je spdetry. Dllkaz tohoto tvrzenje v na-
Sem dikazu lemmati2.22obs&en.

Necht f € BV][a,b] a
v(z)=var;f pro z€la,b]. (2.15)

Podle dikazu &ty 2.1Z4vime, Zze funkce v a v — f jsou neklesagi na [a,b].
Ukazeme nyin, Ze funkcev ,,kopruje” spojitost funkcef.

2.24 Lemma.Necht f e BV[a,b] a v:[a,b] — R je definoana vztahen(2.15).
Potom je f spojita v bo@® x € [a,b) zprava pave tehdy, kdy je v tomto bod
spojita zprava i funkcev. Podobré, f je spojih v bo® z € (a,b] zleva pave
tehdy, kd¥ je v tomto bod spojit zleva i funkcey.

Dlkaz. a)Nechtr € (a,b] a f(z—) = f(z). Bud danoe > 0. Zvolme § > 0
tak, aby platilo

f(z)— f(1)] < g pro katdé t € (x — 4, .

Zvolme éleri o ={0y,01,...,0n} € Z]a, z] tak, aby platilo

v(z)=V(f,o) < % a opm_1€(r—0,7).

Mame |f(z) = f(om 1) < =

5 a tedy

o) = 3 1£(05) ~ Flo ) < 17) — Flom)| + 5 <=

Odtud snadno odvarhe,Ze plat v(x) — v(0,,—1) <e. Prot@e v je neklesdgi na
la,b], dos&ivame dle

v(z)—wv(t) <e prokadé te (o, 1,z
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Tim je dokazana spoijitost zleva funkce.

b) Podobg dolézeme,ze funkcev je spojita zprava v kadem bo@ x € [a, b),
ve kteeém je zprava spogt funkce f.

c) Pravdivost zvajicich implikad plyne okanzité z nerovnost
[f (@) = f(y)] < Jv(z) —v(y)|
platnych pro \8echnae, y € [a, b] (viz cviCeri 2.6 (i)). O

Z nasleduiciho tvrzen vyplyne, Ze soiet absolutith hodnot skol funkce
s kon&€nou variactje vzdy kon€&ny.

2.25 \&ta. Necht f € BV|[a,b]| a nechit D={s;} je prost posloupnost bad
zintervalu(a, b). Potom

A F(a)] + Z (I8 Fs)l +187 f(s0)] ) + A" F(B)] < vars f. (2.16)
Dukaz. a) Pedpokhdejme nejprveze f je neklesdpi. Potom
A F(a)|+ Z (18% F ()| +1A7F ()] ) +147 £0)]

= A" f(a) +2Af sk)+ AT f(b).

NechtneN aogy,0y,...,0,.1 jsou body intervalya, b] takowg, ze

a=00<01< <0, <0pi1=0b

{op:k=0,...n+1} ={a} U{sp:k=1,...,n}U{b}.
Zvolme dalet,, k=1,2,...,n+ 1, tak, aby platilo
a<t <o <ty<oy<- <o, <th <0

Potom je

0 < AT f(a) < f(t) — f(a), 0 < ATF(b) < f(D) = ftns1)
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OSAf(Ok)Sf(tk—H)_f(tk) prOk:LQv"'an

Tudiz
AT fa)+d  Af(se)+ A f(b) = AT fa)+ > Af(on) + A f(b)
k=1 k=1
< (f(t +Z F(tr1) = F(&) + (F(b) = ftns1))

= [(b) = f(a).

Pro libovolre n € N tedy mame
At f(a)+ ZAf s) + A7 f(b) < f(b) = f(a) = var; f.
Nerovnost2.16) tedy plat pro kazdou funkci f neklesdici na [a, b].

b) Nyni necht f je libovolna funkce s konénou variacna [a, b] a nechtfunkce
p a n jsou definoany jako ve c\ieri 2.15 Potom f = f(a) +p —n,

ATf(t) = ATp(t) — ATn(t), A7 f(s) = Ap(s) — An(s),
[ATf(t)] = ATp(t )+A+ (1) a |A7f(s)] = A7p(s)+ A n(s)

prot€[a,b), s € (a,b]. Podle prvi asti dikazu name

Atpla)+ Y (Ap(se) +A7p(sk)) +A7p(5) < p(0)

Atn(a)+ Y <A+n(sk) n A—n<sk)) + A () < n(b).
k=1
Se&teme-li tyto nerovnosti, dostaneme

A% f(a) \+2( A F(s)lHA™ Fs0)] ) +1A ()] < p(b) +n(b) = var, J

|
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2.26 Pozramka. Necht f:[a,b] — R ma koné€nou variaci a nechinnazina D

jejich bodi nespoijitosti v(a, b) je nekonéna. Podle &ty2.21 existuje vajemré

jednozn@né zobrazenk € N — s, € D takow, ze D = {s;}. Takowch zobra-
zen je ovsem nekonéné mnoho. Podleéty 2.25je vSakfada

o0

> (18t f (sl + 17 (1))

k=1
(absolut®) konvergentna jeji solwtet neavis na voll® uspdadan mnaziny D.
Protaze proz € (a,b) je (\A#f(x)\ + |A—f(x)]> # 0 pouze tehdy, kd¥ = € D,
ma tedy smysl definovat

> (1At @I+ 1A @) = 3 (1A sl + 1A f(s0)]), (227)
z € (a,b) k=1
kde {s:} je libovolna prosé posloupnost badz (a, b) takova,ze D = {s; }. Ana-
logicky budeme rozut i symbolim > " resp. > resp. > .
z € [a,b) (a,b] z € [ab]
Vétu2.25muzeme nyipreformulovat do asleduici podoby.
2.27 Disledek. Pro k&dou funkci f € BV|a, b| plat
D IATf@)+ Y AT f(w)| < var f. (2.18)

x € [a,b) z € (a,b]

2.4 Derivace funkcd s konenou variaci

Nyni se budeme &novat vlastnostem funks kon&nou variacvzhledem k deri-
vovan. Nejprve gipomdime pojem mnbin s nulovou rirou.

2.28 Definice.Mnozina M C R manulovou niru (u(M) = 0), kdyz ke k&dému
e > 0 existuje nejySe spadetry sysem otevenych intervall 7;, j € N, takow, ze

McGJj a ) |L]<e.

j=1 j=1
ReknemeZze rgjaka vlastnost platskoro \Bude(s.v.) na intervalua, b], jestlize

existuje mndina M C [a, b] nulove miry tako\a, Ze tato vlastnost plapro kazdé
zrela,b]\ M.



36 FUNKCE S KONECNOU VARIACI

2.29 Cvicen. Dokazte,ze plat:
(1) Kazda spaetra mn@ina S C R ma nulovou riru.

(i) Sjednocenspdaetre mnoha mniin nuloe niry ma nulovou riru.

2.30 \eta (LEBESGUEOVA VETA O DERIVACI MONOTONNI FUNKCE). Kazda
funkce f, definova@ a monobnri na intervalu [a,b], m& kon€&nou derivaci
f/(z) pros.v.x € [a,b].

Dikaz \ety2.30je rozsahly, technicky komplikovaf a do zn&né miry za-
visly na pojmech, ktdér se do tohoto textu nevejdou. Prakaz odkazujeme na
ucebnice, kte? obsahujdiikladny prehled €to tematiky (viz nap [15, véta 84],
[16, véta VI.1.2], B3, Theorem 22.5]).

2.31 Pozramka. Specalné vzhledem k @te2.14 méa kazda funkce f € BV|a, b]
kone&nou derivaci skoro 3ude na intervalda, b|. Je dokonce zmmo (viz \e-
tu'3.10), Ze derivace funkics kon€nou variacjsou lebesgueovsky integrovatéln
ALE Il Obecr@ neplai pro kazdou funkci f € BV|[a, b| zdanlivée gfirozera rov-
nost

fla) = f@)= [ f'®d prozelab]

Existuiji totiz funkce f € BV|a, b] nekonstanthna [a, b] a takowe,ze f'=0 s.v.
nala,b).

2.32 Definice.Funkce f € BV|a, b] se nagvasingulrni, jestlize f'(x) =0 pro
S.V.z € [a,b].

2.5 Skokowe funkce

NejjednoddSim prfikladem nekonstantoh singuarrich funkd jsou funkce typu
f(x) = X[a,q(), kde c € (a,b). Jejich zobecarim jsou fidy jednoduckych sko-
kowch funkt (anglicky step functiong resp.skokoych funkt (anglicky break
functiong.

2.33 Definice.(i) Funkce f:[a,b] =R je jednoducl (t&z kon€na) skoko&a
funkce nala, b], jestlize existuje 8leri o € 2[a,b] takowe, Ze na kadem jeho
dilcim otewerém intervalu(o;_,,0;) je f konstantih Mnozinu jednoducfich
skokowch funkd na intervalu[a, b] zn&ime S|a, b].
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(i) Funkce f:[a,b] — R je skokowa funkce nda, b], jestlize bucko f je jedno-
ducha skokowa funkce, nebo existuy, ¢y, d € R, prosé posloupnost s} C (a,b)
a posloupnost{c,} CR a {d,}CR takow, ze plat

[e.o]

S exl + ) (229
k=1
a
= ¢+ Co X(ap) () + s.0] () i X5 +d
flz)=c Co X( b ;(%X kb] kX| k,b}(‘@) X[b}(x) (2.20)
proz € [a, b].

Mnozinu skokoych funkd na intervalufa, b] zn&ime B|a, b].

2.34 Cvicen. Dokazte,ze plat:
(i) f€Sla,b] prave tehdy, kdy existuf m € N, ¢, ¢g, d € R, mnaziny
{ep:k=1,2,....m}CR, {dy:k=1,2,..., m}CR

aprosamnaina{s;:k=1,2,...,m} C (a,b) takoe,ze plat
f() = c+coXp)(@ +Z (CkX (sx.6) (€ +de[5k,b](I)) +d X

pro z € [a, b].

(i) feBla,b] prave tehdy, kdg budto f €S|a,b], nebo existljceR, po-
sloupnosti{c;} CR, {d;} CR a prost posloupnos{s;} C [a,b] takog,
zeplat (2.19 a

r)=c+ Y o+ Y dp pro z€la,b], (2.21)

a<sp<x a<sp<z

kde sodtove symboly majsmysl zavedgnv poziamce2.26 (tj. v prvni
sune se §ita ples \Bechny indexyk, pro ktee s; € (a,z], a ve drul@
se gita pres \Bechny indexyk, pro ktegé s; € [a,x)). POZOR na jema
rozdly mezi posloupnostm{s; }, {cx}, {dx} zde av definicR.32
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(iii) Pro kazdou funkcif € B[a, b] tvaru (2.2]) plati

flz=)=c+ Z ck + Z di, jestlize x € (a,b]

a<sp<z a<sp<x

flz+)=c+ Z Crp + Z di, jestlize x € [a,b).

a<sp<x a<sp<z

(Jak bude vypadat vgi¥eri jednostrangich limit funkd z B[a, b], vyjde-
me-li z tvaru £.20) ?)

2.35 \ta. Pro kazdou skokovou funkdi € B[a, b] plati
varl, f = |A (@) + Y (IATf@)|+ A7 f@)]) +|Af(B)] < o0. (2:22)
z € (a,b)

Specalné S[a,b] C Bla,b] CBV]a,b].
DUkaz. JelifeSla,b], je tvrzen véty Zejme. Hedpokhdejme tedyze
f€Ba,b]\S[a,b] je vyjadena ve tvarud.21) ze cveri [2.34(ii).

a) Prolibovol x,y € [a,b], x <y, mame
@) = F@I< Y lerl+ Y 1dl.
w<s<y w<s,<y

Pro k&dé celeri o intervalu[a,b] tedy plat

v(o) 00
o) <> m( X dal+ Y 1dl) < 3 (Il + lal).
j=1 k=1

Uj,1§8k<0j O’j71<5k§0'j
Odtud plyne podle4.19), ze
var, f < (Jex| + |di]) < o, (2.23)
k=1
tj. f€BV]a,b].
b) Na druhou stranu, podle @ari2.34(iii) snadno odvoimne,ze plat

A+f(8k) =cC, a Aif(8k> =d pro kazde k € N. (224)
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MUzeme tedy potit take disledek?.27, podle ktegého plat obracera nerovnost
Z el + |di]) < var) f
k=1

a uzavit tak dikaz \éty. |

Je-li f jednoducha skokowa funkce naja, b], pak Zejmeé plat f'(x)=0 pro
kazdé x € [a,b] \ M, kde M C [a, b] je néjaka kon€na (nebo tak pazdra) mno-
zina. Jednoduchskokoe funkce nda, b] jsou tedy singurn na [a, b]. Ukaze-
me, Ze dokonce k&da skokowa funkce naja, b] je singubrri na [a,b]. K tomu
budeme pdebovat rasleduici tvrzeri znamé ze akladl matematick anayzy
jakomala Fubinova eta

2.36 \Veta(MALA FUBINIOVA). NecHt{fk} je posloupnost funkaeklesaicich
na [a,b| atakow, zefada f(z ka konverguje pro kace z € [a, b].
Potom f(z ka < oo pro s.v.aze [a,b].

Dlkaz. a) Ozneme

gr(x) = fu(x) = fr(a) a g(z) = f(x) - f(a) prokeN a z€a,b]

Potom jsou echny funkcey, gx, k € N, nezaporre a neklesagi na[a,b]. Podle
veéty2.30pro kadé k € N existuje mndina Dy, C [a, b] nulové miry takoa, ze
funkce g, méa kon&€nou derivacig ;. (z) pro ka&dé = € [a, b] \ Dy. Podob® exis-
tuje kon€na derivaceg’(x) pro k&dée = € [a,b]\ D, kde D C [a,b] ma talé

nulovou niru. Ozn&ime-li tedy U =D U U Dy, mlizeme shrnoutze existuj

k=1
kon&né derivaceg’(z), g (z), k€N, pro ka&dé z € [a,b]\ U. Podle Cvte-
ni 2.29(ii) ma ovsem tale mna@ina U nulovou niru.
Pro libovolrd z € [a,b] \ U a & € [a, b] takowa, ze £ # =, mame

- 9x(§) — gr() - 9(&§) —g(x)
Z —x - ft—x

Protaze k&dy sCitanec v suré na lee stra® je neklesagi, plyne odtudze

) —gr(x) _ g(§) —g(=)
—Z: —x = E—x
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plati pro libovolra z € [a,b]\ U, & €[a,b]\ {z} aneN. Limitnim pfechodem
¢ — x dostaneme

s (z) = Zg,’f(x) <g(x) proz€la,b]\U a neN.

Diky tomu,ze g;(x) > 0 proz € [a,b] \ U a k €N, je posloupnos{s’ } nekle-
sajci a ohranteranafa, b]. Pro k&dé x € [a,b] \ U tedy existuje konéna limita

lim s, (z) = > _gi(x) < g'(2), (2.25)
k=1

tj. Fadaz g;.(z) konverguje pro s.vz € [a, b].
k=1

, . o S . 1
b) Z drute strany, pro kadé ¢ € N existujen, takowe,ze 0 < g(b) — s,,(b) < 2
Protze g i s,, jsou neklesagi nafa,b], znamed to,Ze je take

1
Ogg(x)—sw(x)<?
atudz
(o] [e’s) 1
0< Z (g(x) _Snz(x)) < Z? =1 pro zé€la,b].
=1 =1

Podletasti a), kde uvaujeme posloupnosfg(z) — s,,(z)} misto {g;}, dosé-

vame odtudze iFadaZ (¢'(z)—s,,(x)) je konvergenthpro s.v. z € [a,b].
/=1

Specalré, mus platit Jim (s),,(x) —¢'(x)) =0 pros.v.z € [a, b]. Toto by ovéem

nemohlo iyt pravda, kdyby nerovnost 2(25) byla osta. Plat tedy rovnosti

f@) = (f(z) = f(a))' = g'(2) = Y gil)

=3 ()~ @) = Y fila) prosv.zela,d].

Tim je dikaz dokoigen. O
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2.37 \ta. Kazda skoko@ funkce ndla, b| je singubirni na [a, b].
DUkaz. Nechtf €Bla,b]\ S[a,b], c€R, posloupnosti{c,} CR a{d,} CR
a prosé posloupnosD = {s; } C [a, b] jsou takoe, Ze plat (2.19 a (2.2]). De-
finujme prok € N
0, kdyz a <z < sy,
vg(x) = |d|, kdyz == sy,
|Ck|+|dk|7 kdy2 Sk<{L'§b

Kazda funkceuy, je neklesdgi nafa,b] a vi(x)=0 pro x # s;. Dale

D vl = > e+ D |kl prox€la,b].

a<lsp<z a<sp<z

Protaze podle®.2) fady Y " |e;l a Y _ |dy| konvergujprokazdé x € [a, b],
a<sp<z a<sp<z
je funkce

v() = ()
k=1
definovad pro k&dé = € [a, b] a podle &ty 2,36 plaf

o0

v'(z) = Zv;(aj) =0 pros.v.z€a,b].

k=1

Protaze pro \Bechnaz, y € [a, b] takowa, ze x # y, zfejmé plai

@S| o))
T — o r—y

9

<

plyne odsudze talé f'(z)=0 prox ¢ D.
V pfipacg, ze f € Sla, b], je tvrzen véty evidentin O

2.38 Pozramka. Priklad funkce, kted je spojifi, neklesagi a singuarri na da-
ném intervalu, je uveden \ilj, V.9, cvicer 4].
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2.6 JordanUv rozklad funkce s kone&nou variad
2.39 \eta. Kazdou funkcif € BV|a,b] |ze vypdrit jako soltet f = f; + fo na
la,b], kde f; € BV [a,b]NCla,b] a fo € Bla,b].

Je-li f=fi+fs, kde fieCla,b]NBV]a,b] a focBla,b], jiny takow

rozklad, potom jsou funkcg — f; a f» — f» konstanthna [a, b].

DUkaz. a) Ozname symbolemD mnazinu bodi nespojitosti funkcef,
t]. D={sx€la,b]:k€eK}, kde K={1,2,...,m} pro rejakt m € N. nebo
K =N. Definujme

@)= Y A f(si)+ > ATf(se) pro z€fa,b]. (2.26)

a<sp<z a<lsp<x

Potom podle @sledku2.27 plafi

ST ATf@)+ > AT f(x)| < varl f

x € [a,b) z € (ab]

a podle definic2.33(ii) je tedy f, € Bla, b]. Analogicky jako ve cvieri[2.34(iii)
(viz téZ (2.24)) dostaneme

folt+)= > A7f(si)+ Y Atf(se) protela,b)

a<sp<t a<sp<t

fols=)= D A f(se)+ Y, AVf(si)) pro s€(a,b]

a<sp<s a<sp<s

Snadno tedy o&ime, ze

At fo(t) = AT f(t) prote]a,b), }

(2.27)
A~ fo(s) = A™f(s) prose(a,b].

Tudiz

((f(t+) = fo(t4) — (@) — fo(t)) = ATF(t) — AT fo(t) =0

(F(5) = fa(s)) = (f(s=) = fa(s—)) = A" f(s) = A fols) = 0.
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Funkcef; = f — f, je tedy spojia nafa,b] a f = fi + f> na[a,b].
b) Necht f = f, + f2, kde f, € C[a,b]NBV[a,b] a f» €Bla,b]. Potom

(f(t4) = fo(t4)) = (f(8) = fo(8)) = AT (1) = A* o) = 0

(f(s) = fa(s)) = (f(s5=) = fals=)) = A" f(s) = A fo(s) =0

plati pro vSechnat € [a,b) a s € [a,b). Vzhledem k2.27) dostvame,ze plat

AT ()= AT fo(t) = ATF(t) @ A fo(s) = A fa(s) =A™ f(s)
prot e [a,b), s € (a,b]. Odtud podle definicg.33(ii) (viz cviteri2.34(ii), (2.27)
a (2.29) plyne,ze

fa@)=c+ > ATf(s)+ Y Atf(si) prozela,b],

a<sp<z a<lsp<x
kde c € R miize byt libovolné. Rozdl f, — f>= fala) — };(a) je tedy konstantn
nala,b). O

2.40 Pozramka. Podle \ety2.391ze kazdou funkci s konénou variat rozlozit
na soiet funkce spoji a funkce skoko¥. Takow rozklad se nagva Jordariiv
rozkladfunkce s konénou variat

2.41 Definice.Kazdou funkci f, pfifazenou kf podle \ety2.39naz/vamesko-
kova Castfunkce f. Rozdl f — f, naz/vamespojita castfunkce f. Skokovou,
resp. spojitolcast funkcef znatime obvykle f B, resp. €.

Nasleduici lemmatko se am bude hodit v kapitole 5.

2.42 Lemma.Necht f € BV[a,b], D= {s;} je jeji mnazina bodi nespoijitosti v
intervalu [a, b]. ProneN a x € [a, b] definujme

fRa)= D AT f(s)+ Y ATf(s)

a<sp<x a<sp<x
a
)= > A flsi)+ > AT f(se).
a<sp<x a<sp<x
k<n k<n

Potom jef.B € S[a, b] pro kazde n € N a plafi
lim var’ (f8 —fB) =o. (2.28)

n—oo
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DlUkaz. Zejmeéje fBecS|a,b] pro ka&de n e N. V pfipac, Ze mndina D
je kon€na, je fB = fB nala,b] pro dostaténé velkda n a tvrzen lemmatu je
trivialni. Predpokhdejme tedyze D je nekonéna. Potom

FE=fE= > A f(s)+ > ATf(si)

a<sp<z a<lsp<z
k>n k>n

a podle ety 2.35dostaneme

var, (f8—f2) < N IATfs)l+ D AT (sl (2.29)
o

Podle disledku?.27je vyraz na prag stra@ nerovnosti2.29 zbytek absoluté
konvergentinfady, kte ovSem konverguje K pfi n — oo. Plaf tudiz (2.29. O

2.43 Hiklad. Vratme se j&té k funkdm

0 prox =0,
x sin(z) prox > 0.
T

Z prikladu2.12 vime, Ze vag f,, < oo pro k&de n € N. Snadno o&ime, ze
{f.} konverguje kf stejnon&rré nal0,2| a gfitom podle gikladu2.7 f nemé
kone&nou variaci ng0, 2].

2.7 Bodova konvergence

Podle fikladu2.43stejnonérra konvergence posloupnosti funlsckon&nou va-
riaci nemus$staCit k tomu, aby jejlimita méla tale kon€nou variaci. Z asleduici
véty VSak uvidme, Ze stejnomdrna ohrangenost variaictlenl daré posloupnosti
uz zar\&i, ze dokonce jéjpodova limita kon&nou variaci na. (Pomotargument
powzitych v pfikladu [2.7 ovéfte, ze pro posloupnost funkd f,,} z prikladli2.12

al2.43plat, ze lim var] f, =oc a sup varg f, = 00.)
n=eo neN
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2.44 \Eta. Nechtpro funkci f : [a,b] — R existuje posloupnost funkg f,,} ta-
ko, ze

var’ f, <x<oo proneN, a lim f,(z)= f(x) prox€la,b].

n—oo

Potom je tak var? f < .
Dlkaz. Prokade cgleri o € 2[a,b] plaf

V(f,o)= lim V(f,, o)<,
atudz je tale var f <. O
2.45 Cviceri. Necht
27%  kdyz z =17 progjake k e N,
flz) =

0  proostatih z € [0,1].

Dokazte,ze f € BVI0, 1].

Nyni zformulujeme a do&Zeme Hellyovu @tu, kted bude @iteCna nag. pro
dikaz tolni spojitosti rektefch opeatortl definovagch na prostoruBVia, b].
Hellyova \etafika, Ze z kade posloupnosti funkcse stejnorérré ohrantenou
variad Ize vybrat posloupnost bodékonverguici k funkci s kon€nou variatc

2.46 \Eta(HELLYOVA V ETA O VYBERU). Necht{f,} CBV[a,b], »€R,
| fu(a)| < 3¢ a var’ f, < s provsechnan € N.

Potom existujfunkce f € BV[a, b] a podposloupnosf f,, : k € N} posloupnosti
{fn} takog,Ze plat

1f(a)] <5, varlf<sx a klim Jo, () = f(z) pro x€la,bl.

V dlikazu vyizijeme rasleduici dvé tvrzen.
Tvrzeni 1. Necht

|fa(z)] < M < oo nala,b] provsechnaneN.

Potom pro kadou spéetnou mnainu P C [a, b] posloupnost f,,} obsahuje pod-
posloupnost f,,,: k € N} takovou,ze

klim fr,(p) €R provSechna € P.



46 FUNKCE S KONECNOU VARIACI

DlOkaz. NechtP={p,}. Mame |f,.(pr)| < M < oo pro Bechnan, k € N.
Podle Bolzanovy-Weierstral3ovyety pak existuj posloupnost{n,,:k €N} a
g1 € R tak, ze

Jim fo, (p1) = @1
Podobr existuj { f,,,:k €N} C{fn,, :k €N} agcR takow,ze
kh—>r£lo fnk,z(p2) = {2 ER» pﬁéen«E take kh—>rgo fnk,z (pl) =q €< R.

Takto pro kadé j € NN (1, 00) najdeme posloupnosti

{fnk,j Dk GN} - {fnk,jq tk GN}

acislag; € R tak,ze bude platit
klim frwe(Pe) =qe€R  prokadelc{1,2,...,j}.
Pola@zme f,, = fn,, pro k€N. Potom

klggo fo.(pj) =q;€R projeN. -
Tvrzeni 2. Pfedpokhdejme,ze \sechny funkcef,,, n €N, jsou neklesagi na
la,b] aze existujeM € (0,00) takowe, ze ||f,|| < M pro kazde n € N. Potom
existuj podposloupnost f,,, : keN} posloupnosti{f,,} a funkce f:[a,b]—R
neklesdici na [a, b| takowe, ze plat

]Clim fo.(x) = f(z) pro z€la,bl.

Dlkaz.NechtP = (PN (a,b))Ula]U[b] je mncZinaraciolnich&isel z inter-
valu (a,b) doplréra o bodya,b. Mnozina P je spa&etra a [a,b]\ P C (a,b).
Podle tvrzenl existuj podposloupnos{n; } C N a zobrazeny: P — R takow,
ze

lim fo,(p) = ¢(p) propePp.

k—o0
Ziejmé o(p’) <p(p”) pro Sechnap’,p” € P takowa, ze p’ <p"”. Dale defi-
nujme

¢(r)= sup (p)proz € (a,b)\ P.

p€PNla,x)
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Potomy je definovaa a neklesagi nafa,b] a

p(x)= lim o(p) proze(a,b)\ P,
ppEP

Ukazeme ze v k&dem bo@ z, € (a, b), ve kteem je funkcep spojita, plat

lim f,, (z0) = ¢(x0). (2.30)

k—o0
Vskutku, nechtie danoe > 0. Potom existuje). > 0 takow, ze
To— 0. <x<xp+I. = p(r0) —e<p(r) <p(x) +e.
Zvolime-li v € PN (zg — 6., z9) ar” € PN (xg, zo + J:), bude platit
p(r0) — e < () < p(xo) < @(r") < p(x0) +e.

Dale zvolmek, tak, aby bylo

p(r') —e < fu, () < () +¢

o(r'") —e < fu, (r") < p(r") +e
pro kazdé k > k.. Potom pro kdde k > k. dostaneme tak
p(r0) =28 < p(r') —e < fu, (') < fu, (20)
< fa(17) < (") + & < p(xo) + 26

cili plati (2.30).
Dokazali jsme tedyze je-li Q mnazina bodi nespoijitosti funkcep v (a, b),
pak

lim f,, (z) =¢(z) prozela,b]\Q.

k—o0

Podle \ety2.21 je mnazina () spatetra. MUzeme tedy poit jeSte jednou tvr-
zen 1 a dolazat tak existenci vybr@&posloupnosti

{fr, €N} C{fn, :kEN},
ktera ma limitu ¢ (x) € R pro kazdé « € (). Definujeme-li tedy

oy { plo), kdyz z€la,b]\Q,
U(w), kdyz weQ,
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lim fo, () = f(z) prowea,b],

a prot@e funkce, kte je na intervalda, b] bodovou limitou posloupnosti funkc
neklesdicich naja, b], je take neklesagi, tvrzeri 2 je dokazano. O
Dilkaz véty2.46

Pro k&deneN ax € [a,b] polozme

gn(ZL’) =var; f, a hn(x) = gn(x) _fn(x)

Mame f,, = g, — h, a \Sechny funkcey,,, h, jsou neklesagi na [a,b] (viz cvi-
cenn2.15. Dale

lgnll < varg fo < e @ [[hall < [ full +llgnll <25 proneN.

Podle tvrzen2 existuj funkce g, h € BV|[a,b| a posloupnos{n,} C N takowe,
ze

klim gny(x) =g(x) a lim h,, (z) =h(z) prokadez e a,b].

k—oo

Ozn&me f = g — h. Potom je

B f, (2) = lim (gu, (2) =y () = g() = h(z) = f(2)
pro kazde x € [a,b]. ZFejmeé je |f(a)| <. Konetné, podle ety 2.44 je take
var® f < . Tim je dikaz dokogen. O

Vyklad v teto kapitole se dpal o monografie V. Jaika Diferencélni pocet Il |14,
Kapitola V] a Integralni pocet Il [15, Kapitola V] a dale o odstavec 1.6 v monografii
T. H. Hildebrandtda heory of Integratiorf11] a o kapitolu Xl v monografiié. Schwabika
Integrace VR (Kurzweilova teori¢ [46)], viz té€Z kapitolu VI.2 v monografii A. N. Kol-
mogorova a S. V. Fominaklady teorie funkica funkcioralni analyzy. V téchto mono-
grafich Ize €2 nakzt i rekteé daki podrobnosti.





